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Théorême. L’anneau Z[i
√
2] est euclidien, donc principal, donc factoriel.

Démonstration.
L’anneau Z[i

√
2] est unitaire commutatif et intègre par intégrité de C.

Puis on considère, pour z ∈ Z[i
√
2], N(z) := zz ie si z = a+ bi

√
2 alors

N(z) = a2 + 2b2

Soit z ∈ Z[i
√
2] et w ∈ Z[i

√
2]\{0}, alors il existe x, y ∈ R (uniques) tels que

z

w
= x+ iy

√
2

On considère q = c+ id
√
2 ∈ Z[i

√
2] avec c et d les entiers les plus proches de x et y ie

|x− c| ≤ 1

2
, |y − d| ≤ 1

2

D’où ∣∣∣ z
w
− q

∣∣∣2 = ∣∣∣x− c+ i
√
2(y − d)

∣∣∣2 = |x− c|2 + 2|y − d|2 ≤ 1

4
+

2

4
=

3

4
< 1

On considère de plus r = z − qw ∈ Z[i], ainsi

N(r) = N(w)
∣∣∣ z
w
− q

∣∣∣ < N(w)× 1

D’où z = qw + r est une division euclidienne de z par w, ce qui montre que Z[i
√
2] est

euclidien.
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Théorême. L’équation de Mordell (pour k = 2)

y2 = x3 − 2

d’inconnue (x, y) ∈ Z2 a pour uniques solutions (3, 5) et (3,−5).

Démonstration.
Soit (x, y) ∈ Z2 tel que

y2 = x3 − 2

Etape 1 : x est impair
On suppose par l’absurde que x est pair, alors

y2 ≡ −2[8] ≡ 6[8]

ce qui n’est pas pas possible car, dans Z/8Z,

02 = 0, 12 = 1, 22 = 4, 32 = 1, 42 = 0, 52 = 1, 62 = 4, 72 = 1

D’où x est impair.
Etape 2 : Se ramner à l’anneau Z[i

√
2]

On a
x3 = y2 + 2 = (y + i

√
2)(y − i

√
2)

Etape 3 : y + i
√
2 et y − i

√
2 sont premiers entre eux dans Z[i

√
2]

Soit p ∈ Z[i
√
2] un diviseur commun à y + i

√
2 et y − i

√
2.

Donc
p | y + i

√
2− (y − i

√
2) = 2i

√
2

Ainsi, dans N (car d = −2 < 0),

N(p) | N(2i
√
2) = 8

De plus, dans N,
N(p) | N(y + i

√
2) = y2 + 2 = x3

avec x3 impair d’après ce qui précède, donc N(p) impair.
D’où N(p) = 1 puis, en écrivant p = a+ bi

√
2 et N(p) = a2+2b2, on en déduit p ∈ Z[i

√
2]×.

Ainsi y + i
√
2 et y − i

√
2 sont premiers entre eux.

Etape 4 : Utilisation de la factorialité de Z[i
√
2]

Comme Z[i
√
2] est euclidien, Z[i

√
2] est principal donc factoriel.

Ainsi, de x3 = (y + i
√
2)(y − i

√
2), on en déduit qu’il existe (u, v) ∈ (Z[i

√
2]×)2 et (α, β) ∈

(Z[i
√
2])2 tel que

y + i
√
2 = uα3, y − i

√
2 = vβ3

Or on a N(u) = N(v) = 1, puis, en décomposant u et v en a+ bi
√
2, on en déduit

u = ±1, v = ±1

Ainsi on peut écrire
y + i

√
2 = (m+ ni

√
2)3
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avec (m,n) ∈ Z2.
D’où

y + i
√
2 = m3 − 6mn2 + i

√
2(3m2n− 2n3)

Puis par unicité des parties réelle et imaginaire dans C,

y = m3 − 6mn2 = m(m2 − 6n2), 1 = 3m2n− 2n3 = (3m2 − 2n2)n

Ainsi, de la deuxième équation, on en déduit n = ±1, puis distinguons les cas :
— Si n = 1 alors 1 = 3m2 − 2, d’où m = ±1, puis

y = ±5

— Si n = −1 alors 1 = −(3m2 − 2), d’où 1 = 3m2 ce qui n’est pas possible dans Z car 3
ne divise pas 1 et m2 ∈ Z.

Par conséquent y = ±5 puis x3 = y2 + 2 = 27, d’où

x = 3

Etape 5 : Vérification
Réciproquement (3, 5) et (3,−5) vérifient x3 = y2 + 2.

3


