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Lemme. Soit A0 ∈ Sn(R) ∩GLn(R) et

ϕ :
Mn(R) −→ Sn(R)

M 7−→ tMA0M

Alors il existe un voisinage V de A0 dans Sn(R), U un voisinage de In dans GLn(R) et
χ : V −→ U un C1-difféomorphisme tels que

∀A ∈ V, ∃!M(= χ(A)) ∈ U,A = ϕ(χ(A)) = tχ(A)A0χ(A) =
tMA0M

Démonstration.
Etape 1 : Surjectivité de dϕ(In) et noyau
Comme ϕ est polynomiale, ϕ est de classe C1 sur Mn(R) et

∀H ∈Mn(R), ϕ(In +H)− ϕ(In) = t(In +H)A0(In +H)− tInA0In
= tHA0 + A0H + tHA0H
= t(A0H) + A0H + o(‖H‖)

car A0 ∈ Sn(R) et en munissant Mn(R) et Sn(R) d’une norme matricielle quelconque par
équivalence des normes en dimension finie.
Ainsi

∀H ∈Mn(R), dϕ(In)(H) = t(A0H) + A0H
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Donc ker(dϕ(In)) = {H ∈ Mn(R), A0H ∈ An(R)} et Im(dϕ(In)) = Sn(R) car ∀A ∈
Sn(R), dϕ(In)

(
1
2
A−10 A

)
= A, ce qui montre que dϕ(In) :Mn(R) −→ Sn(R) est surjective.

Etape 2 : Application du théorème d’inversion locale
On considère

F = {M ∈Mn(R), A0M ∈ Sn(R)}
Or toute matrice se décompose de manière unique en une somme d’une matrice symétrique
et d’une matrice antisymétrie, donc

Mn(R) = ker(dϕ(In))⊕ F

Soit ψ : F −→ Sn(R) la restriction de ϕ à F .
Alors la différentielle dψ(In), restriction de dϕ(In) à F , est bijective.
Ainsi, d’après le théorème d’inversion locale, il existe un voisinage U de In dans F ∩GLn(R)
(car GLn(R) est un ouvert de Mn(R) et In ∈ GLn(R)) tel que ψ : U −→ ψ(U) =: V soit un
C1-difféomorphisme.
Ainsi V est un voisinage de A0 = ψ(In) = ϕ(In) dans Sn(R) et

∀A ∈ V, ∃!M ∈ U,A = ψ(M) = tMA0M

Où M = ψ−1(A) et χ := ψ−1 continûment différentiable.

Théorème. Soit U ouvert de Rn tel que 0 ∈ U et f : U −→ R de classe C3 tel que 0 soit
un point critique quadratique non dégénéré de f (ie df(0) = 0 et la forme bilinéaire d2f(0)
est non dégénérée de signature (p, n − p)), alors il existe V,W deux voisinages de 0 et un
C1-difféomorphisme ϕ : V −→ W tel que

ϕ(0) = 0 et ∀x ∈ V, f(x)− f(0) = ϕ(x)21 + ...+ ϕ(x)2p − ϕ(x)2p+1 − ...− ϕ(x)2n

Démonstration.
Etape 1 : Application du lemme précédent
D’après la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 1, il existe un voisinage V1 de 0
dans U tel que

∀x ∈ V1, f(x)− f(0) = t∇f(0)x+ tx

∫ 1

0

(1− t)Hf (tx)dtx = 0 + txQ(x)x

Avec Q(x) =
∫ 1

0
(1− t)Hf (tx)dx matrice symétrique et Q : V −→ Sn(R) de classe C1 (car f

de classe C3).
Or Q(0) = 1

2
Hf (0) est non dégénérée, donc

Q(0) ∈ Sn(R) ∩GLn(R)

Donc, d’après le lemme précédent, il existe un voisinage W1 de Q(0) dans Sn(R) tel que

∀A ∈ W1,∃M ∈ GLn(R), A = tMQ(0)M

Or Q est de classe C1 et à valeurs dans Sn(R), donc il existe un voisinage V2 de 0 dans V1
tel que pour x dans ce voisinage V2,

Q(x) ∈ W1
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Ainsi il existe M(x) ∈ GLn(R) tel que

Q(x) = tM(x)Q(0)M(x)

Or, avec les notations du lemme précédent on a

M(x) = χ(Q(x))

D’où M est de classe C1 sur le voisinage V2 de 0 comme composé de telles applications.
Par conséquent, pour x dans le voisinage V2 de 0 et y(x) =M(x)x,

f(x)− f(0) = txQ(x)x = txtM(x)Q(0)M(x)x = ty(x)Q(0)y(x)

Etape 2 : Réduction de forme quadratique
Or Q(0) = 1

2
Hf (0) est de signature (p, n− p), donc il existe A ∈ GLn(R) tel que

Q(0) = tAdiag(Ip,−In−p)A

D’où, pour x dans le voisinage V2 de 0, en notant ϕ(x) := Ay(x),

f(x)−f(0) = ty(x)Q(0)y(x) = ty(x)tAdiag(Ip, In−p)Ay(x) = ϕ(x)21+...+ϕ(x)
2
p−ϕ(x)2p+1−...−ϕ(x)2n

Ainsi l’application ϕ, définie sur le voisinage V2 de 0 par ϕ(x) = Ay(x) = AM(x)x, a pour
différentielle en 0

dϕ(0) = AM(0) ∈ GLn(R)

car, comme M est de classe C1 en 0,

ϕ(x)− ϕ(0)− AM(0)x = AM(x)x− 0− AM(0)x = A(M(x)−M(0))x =
‖x‖→0

o(‖x‖)

Donc, par théorème d’inversion locale, ϕ réalise un C1 difféomorphisme entre deux voisinages
V,W de 0 = ϕ(0).
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