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Théoréme. Soit [a,b] C R et f € C?([a,b], [a,b]) tel que f(a) <0 < f(b), et f' >0, alors f
admet un unique zéro en [ € [a, b], il existe I C [a,b] tel que

lelNzvel F(z)=x— /() el

f'(@)
Et pour toute suite récurrente (z,),en définie par
(@)
xg € [,Vn e Nz, = F(z,) =z, — Pl
On ait z,, — .
n——+oo
Démonstration.

Etape 1 : f admet un unique zéro
La fonction f est continue sur [a,b] avec f(a) < 0 < f(b), donc par théoréme des valeurs
intermédiaires il existe [ € [a, b] tel que

f)=0

Or f' > 0 donc f est strictement croissante, en particulier injectif, d’ou [ est unique.

Etape 2 : Construire I intervalle autour de [ stable par idg — %
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Or f € C?*([a,b],R), donc d’apreés la formule de Taylor-Lagrange, on a que, pour tout z dans
la,b], il existe z € |min(l,xz), maz(l, x)[ tel que

0= F(1) = F(@) + (1= 2)f'(a) + 51— 01"

Pone f@)  (@—0f@) - f@) (=P
e xTr — X)) — e — X z
o) =t=r ==y = F) o)
Ainsi, avec C = 7;:1”;7(1'{;,? € R, car f € C%*([a,b]), on a

Vo € [a,b), |F(z) — 1| < Clx — 1]

Or [ € ]a, b], donc il existe 0 € R, tel que I = [l — 9§, + 0] C [a,b] et quitte & prendre ¢ plus
petit, on peut supposer C'd < 1.
Donc

Veel,|F(z)—1| <08 <6
D’ou
Veel, Flx)e |l =6,l+d[=1
On a ainsi construit [ stable par F.

Etape 3 : Approcher [ par une suite récurrente
Soit zy € I, d’aprés ce qui précéde on peut considérer la suite récurrente (x,,),en définie par

Vn € Na$n+1 = F(xn)
Donc
Vi € N, 21 — U] = |F(2,) 1] < Cla, — 1
D’ou par récurrence sur n € N|
Vn € N, Cla, — 1| < (Clzg —1|)*" < (L8)*

<~
<1

Par conséquent z,, - [ (et on dit que la convergence est d’ordre 2). O
n—-+0o0

Corollaire. De plus si f est supposé convexe alors 'intervalle I = [l ] est stable F et pour
tout xg € I, la suite récurrente (z,),en est strictement décroissante (ou constante) avec

VneN,0< 2,y — 1 < Cx, —1)?
Et si zg > [,

f//(l)

n - ~ n 2
Tn+1 s t00 f,(l) (l’ )




Démonstration.

Etape 1 : I est stable par F'

Soit x € I, alors, comme [ < z, 0 = f(I) < f(z), donc
f'(x)

F(x) =
Et d’aprés un calcul précédent,

Fz)—1= ;f((?) (z—1)2>0

Donc
F(x)e[l,z]C I
Etape 2 : Décroissance de la suite récurrente
Soit n € N, alors d’aprés ce qui précéde, x,.1 = F(z,) € [l,x,], d’on

Tn+1 S T

Donc (x,)nen est décroissante.
De plus si xy = [ alors la suite est constante égale a [, et si xy > [ alors la suite est strictement

décroissante a partir d’un certain rang car d’aprés le théoréeme précédent x, — .
n—+00

Etape 3 : Equivalent asymptotique
On suppose que xy > [, alors pour tout n € N, on a

3o € |1y 2], F) — 1 = éff((z)) (an — 1)?

Tp+1 —1 _ f”('zn)
(o =1 2f'(zn)
Or x, — [, donc 2, — [, puis par continuité de f’ et f”, quand on passe & la limite
n—-+o0o n—-+o0o
dans 1’égalité ci-dessus, on obtient que
Tn+1l — l f”(l)

(n — )2 notoe 2/7(1)

f0)

. ~ _1\2
Tni1 [ s 00 f,(l) (xn )

D’ou

Az, € ], 2],

ie

Exemple. On peut approcher ,/y, pour y € R, zéro positif de la fonction

f [a, b)) — R
' r — 2 —y
Avec (a,b) € R? tel que a < b et a® <y < b*.
En effet f € C*([a,b],R) avec f' > 0et f"=2> 0.
D’aprés le théoréme on peut donc approcher |/y par (z,)nen définie par z € [a, b] et

-y 1 y
V N n :F n) — n — n = - n =
n €N, x4 (xn) =2 or 5 (x + xn)



