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Théoréme. Soit ug, vo € S(R) tel que 2 — [ vo(s)ds € S(R), alors la fonction

RxR — R
(2,t) > L(uo(x —ct) +uo(z +ct)) + 2 [T uy(s)ds

x

u:

est solution de I’équation des ondes unidimensionnelle

oz ox2

u(z,0) = up(x)
5t (2,0) = vo()

2 2
o0%u QM_O

et est I'unique telle que V¢t € R, u(-,t) € S(R).

Démonstration.

Soit u : R x R — R vérifiant le systéme aux dérivées partielles précédent.

On suppose de plus que Vi € R, u(-,t) € S(R).

Etape 1 : Se ramener & une équation différentielle linéaire par transformation de Fourier
On peut appliquer la transformation de Fourier par rapport a la variable d’espace a la
premiére équation pour obtenir par linéarite de F :

0%u o 0%
f(m)‘cﬂw—o

Par propriété de la transformation de Fourier sur S(R) (obtenue par deux théorémes d’inté-
gration par parties), on obtient

wer 7 (51)© = -7


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/222.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/250.pdf

De plus par théoréme de dérivation sous le signe intégral, on a

VEER,F (gt2> (&) = ‘0 ;‘;S” &)

Donc finalement 02 F ()
u
W(f) +EF(u)(€) =0
Ainsi, pour £ € R, F(u)(§) vérifie par rapport a la variable de temps I’équation linéaire
homogéne du second degré

VE € R,

y// + CQny =0
de polynome caractéristique X2 + c2£% de racines icé et —ic.
Donc il existe C;(€), Cy(€) € C? tel que

vt € R, F(u)(€,t) = C1(£)e™s + Co(€)e

Etape 2 : Détermination des constantes par les conditions de Cauchy
Or Vz € R, u(z,0) = up(x), donc

F(u)(€,0) = F(uo)(§)
D’ou A .
Flug)(&) = C1(€)e"™° + C(&)e™" = C1(&) + Ca(&)

De plus

Vr € R, g (x,0) = vo(z)

Donc, par théoréme de dérivation sous le signe intégral,

0 =7 (G0 © = Fw)©

D’ou
F(v0)(€) = icECL(€)e™ —icCo(€)e™ ™ = ict(C1(€) — Ca(€))

On cherche donc a résoudre le systéme

{ Ci(§) + C2(§) = Fluo)(§)
Z'Cﬁ(ol(f)—cb(f)) = -7:(”0)(0

Ce qui donne pour & # 0

Ainsi, pour tout t € R,

F)&t) = (5Fm0)(6) + g (vo)(f)) ¢ 4 (LF(o)(©) — e Flun)(©)) e
= IF(UO)(£)< ZC&jt_l_efZCSt)_l_ (211;)5(5) (6ic5t_efic§t)
F(uo) (§)cos(ctt) + T sin(ctt)
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On remarque que cette fonction est prolongeable en 0 de fagon C'*° car, par exemple M =

fo cos(zy)dy ou par développement limité. Il n’est donc plus nécessaire de considérer § # 0.

Ainsi
F(vo)(§)
c§

V() € Rx R F(u)(&,t) = F(ug)(&)cos(ct) + sin(cét)

Etape 3 : Se ramener & u par inversion de Fourier
Pour t € R, par inversion de Fourier dans S(R),

Vo e Ryu(z,t) = 5= [o F(u)(E, t)e™ dE
ic —ic F(v ic _ic iz
T (R e €) 4 ZO) pict _ -iet)) oot
= % fR %]:(UO)(g)(eié(cHx) + eiﬁ(*ct+x)) + F(v0)(&) (eig(ct+x) _ eig(fctJrz))) d¢

2icg
D’ou, par linéarité de 'intégration et inversion de Fourier appliquée a wug

. 1 1 f(l)())(&) 1§(ct+z /‘F ’Lf(*CtJFx)
Vo € R u(x,t) = 2(uo(ct+x)+uo(—ct+x))+4m / i€ dem “
Or z — [ vo(z)dz € S(R) et

Ve € R, F (1) (€) = it F < / ) vo(S)dS) ©)

Donc

L [F 1 v ,
voer o [ TG g [ r ([T ) @eeig

Puis, par inversion de Fourier appliqué a x — fox vo(s)ds,

1 F(vo)(€) it(ct+a) jo 1 /Ctﬂ
Vz € R, 4C7T/R i€ e d¢ = 2% J, vo(s)ds

De méme

L[ Fwo)©) e L[
R i&(—ct+x) _ /
Vo e ,4C7T/R i€ e d¢ % J, vo(s)ds

Ainsi
ct+x

Ve e Ryu(z,t) = %(uo(ct + ) +up(—ct +x)) + 20/ vo(s)ds

—ct+z

Etape 4 : Vérification
On vérifie que u définie ainsi vérifie I’équation des ondes (aprés des calculs laborieux). [

Remarque. On peut supposer seulement uy € C%(R) et vy € C1(R) pour que la définition
de u ait du sens et vérifie ’équation des ondes.



