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Proposition. Soit A(R) = {f ∈ L1(R),F(f) ∈ L1(R)}, alors A(R) est dense dans L2(R)
pour la norme ‖·‖2.

Démonstration.
Etape 1 : A(R) ⊂ L1(R) ∩ L2(R) ⊂ L2(R)
Soit f ∈ A(R), alors, comme F(f) ∈ L1(R), F(F(f ◦ (−idR))) ∈ C0(R) ⊂ L∞(R), puis, par
inversion de Fourier

f = F(F(f ◦ (−idR))) ∈ L∞(R)

Ainsi ∫
R
|f(x)|2dx ≤ ‖f‖∞ ‖f‖1 < +∞

Donc f ∈ L1(R) ∩ L2(R).
Etape 2 : A(R) est dense dans L1(R) ∩ L2(R)

On considère P :
R −→ R
y 7−→ e−2π|y|

∈ L1(R), et p = F(P ) = 1
π(1+id2R)

.

Alors ∫
R
p(ξ)dξ =

1

π
[arctan(ξ)]+∞−∞ = 1, 0 ≤ p ≤ 1
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Donc, d’après le théorème des unités approchées, en considérant pa = 1
a

(
p ◦ idR

a

)
, on a, pour

f ∈ L2(R),
f ∗ pa

L2(R)−→
a→0

f

Puis si f ∈ L1(R) ∩ L2(R) alors

f ∗ pa ∈ L1(R),F(f ∗ pa) = F(f)F(pa) = F(f)︸ ︷︷ ︸
∈C0(R)⊂L∞(R)

P (aidR) ∈ L1(R)

D’où f ∗ pa ∈ A(R), ce qui montre que A(R) est dense dans L1(R) ∩ L2(R).
Etape 3 : L1(R) ∩ L2(R) est dense dans L2(R)
Soit f ∈ L2(R), alors on considère, pour n ∈ N, fn = f × 1[ − n, n], donc :

— Comme f ∈ L2(R), fn ∈ L2(R).
— De plus fn ∈ L2([−n, n]) ⊂ L1([−n, n]) ⊂ L1(R) car [−n, n] est de mesure finie.
—
∫
R |f(x)− fn(x)|

2dx =
∫
R\[−n,n] |f(x)|

2dx −→
n→+∞

0 car f ∈ L2(R).
Par conséquent

∀n ∈ N, fn ∈ L1(R) ∩ L2(R), fn
L2(R)−→
n→+∞

f

Ce qui montre que L1(R) ∩ L2(R) est dense dans L2(R).

Théorême. La transformation de Fourier F : L1(R)∩L2(R) −→ C0(R) se prolonge de façon
unique en un automorphisme isométrique de L2(R).

Démonstration.
Etape 1 : Prolongement de F
On a

F : A(R) −→ A(R)

En effet soit f ∈ A(R), alors F(f) ∈ L1(R).
Puis pour calculer

∫
R |F(f)(ξ)|

2dξ =
∫
RF(f)(ξ) F(f)(ξ)︸ ︷︷ ︸

=F(f◦(−idR))(ξ)

dξ, nous allons avoir besoin du

lemme suivant :

Lemme. Soit (f, g) ∈ L1(R), alors∫
R
f(x)F(g)(x)dx =

∫
R
F(f)(ξ)g(ξ)dξ

Démonstration. On a, par le théorème de Fubini-Tonnelli∫
R

∫
R
|f(x)g(ξ)e−2iπxξ|dξdx =

∫
R
|f(x)|dx

∫
R
|g(ξ)|dξ = ‖f‖1 ‖g‖1 < +∞

Donc, d’après le théorème de Fubini,∫
R
f(x)F(g)(x)dx =

∫
R
f(x)

∫
R
g(ξ)e−2iπxξdξdx =

∫
R
F(f)(ξ)g(ξ)dξ
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Ainsi, en appliquant ce lemme et l’inversion de Fourier dans L1(R),∫
R
|F(f)(ξ)|2dξ =

∫
R
f(x)F(F(f ◦ (−idR)))(x)︸ ︷︷ ︸

=f(x)

dx =

∫
R
|f(x)|2dx < +∞

Donc
F(f) ∈ A(R), ‖F(f)‖2 = ‖f‖2

Ainsi F : A(R) −→ A(R) est continue pour la norme ‖·‖2, puis, par densité de A(R)
dans L2(R) et complétude de L2(R), F se prolonge de manière unique en un morphisme
isométrique (en particulier injectif) de L2(R) dans A(R) ⊂ L2(R) que nous notons également

F : L2(R) −→ L2(R)

Etape 3 : Surjectivité de F : L2(R) −→ L2(R)
On a F : A(R) −→ A(R) surjectif car si g ∈ A(R) alors, par inversion de Fourier et car
F(g ◦ (−idR)) ∈ A(R),

g = F(F(g ◦ (−idR)))) ∈ F(A(R))

D’où
A(R) = F(A(R)) ⊂ F(L2(R))

Puis
A(R) ⊂ F(L2(R))

avec A(R) = L2(R) par densité.
De plus

F(L2(R)) = F(L2(R))

En effet soit g ∈ F(L2(R)), alors il existe (gn)n∈N ∈ F(L2(R))N tel que

gn
L2(R)−→
n→+∞

g

Ainsi, pour tout n ∈ N, il existe fn ∈ L2(R) tel que

gn = F(fn)

Or (gn)n∈N est convergente dans L2(R), donc est de Cauchy, puis, comme F est une isométrie,
(fn)n∈N est également de Cauchy dans L2(R) complet, ainsi il existe f ∈ L2(R) tel que

fn
L2(R)−→
n→+∞

f

Puis, par continuité de F et unicité de la limite,

g = F(f) ∈ F(L2(R))
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