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Proposition. Soit A(R) = {f € L'(R), F(f) € L'(R)}, alors A(R) est dense dans L*(R)

pour la norme ||-|,.

Démonstration.
Etape 1 : A(R) C L*(R) N L*(R) C L*(R)
Soit f € A(R), alors, comme F(f) € L*(R), F(F(f o (—idr))) € Co(R) C L*(R), puis, par

inversion de Fourier

f=F(F(fo(—idr))) € L™(R)
Ainsi

[ 1#@Pds <1711, < o0

Donc f € L*(R) N L3(R).

Etape 2 : A(R) est dense dans L'(R) N L*(R)

R — R
— 6_27r|y|

On considére P :

Alors

€ LY(R), et p= F(P) = ——*

w(1tid2)"
1
/ p(€)dE = Llarctan(€)'2 = 1,0 < p < 1
R v
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Donc, d’aprés le théoréme des unités approchées, en considérant p, = 1 (p ) Zd—R) on a, pour
a

f e L*(R),
L2(R)

— f

f * Pa a—0

Puis si f € L'(R) N L*(R) alors

f#pa € L'R), F(f *+pa) = F(f)F(pa) =  F(f) Plaidg) € L'(R)

D’ou f x p, € A(R), ce qui montre que A(R) est dense dans L'(R) N L*(R).

Etape 3 : L'(R) N L*(R) est dense dans L*(R)

Soit f € L*(R), alors on considére, pour n € N, f, = f x 1{ —n,n], donc :
— Comme f € L*(R), f, € L*(R).
— De plus fn € LQ([ ,n]) C L'([-n,n]) € LY(R) car [—n,n] est de mesure finie.
— [plf(@) = falz)]? do = Jorfonm |/ (@) [Pd o Ocar f e L*(R).

Par conséquent

2
Vn €N, fo € L'R) N L*(R), f =3 f
n—-—+0o0
Ce qui montre que L'(R) N L*(R) est dense dans L*(R). O

Théoréme. La transformation de Fourier F : L'(R)NL*(R) — Cy(R) se prolonge de fagon
unique en un automorphisme isométrique de L*(R).

Démonstration.
Etape 1 : Prolongement de F
On a

F: AR) — A(R)

En effet soit f € A(R), alors F(f) € L*(R).
Puis pour calculer [, [F(f)(§)*dé = [ F(f)(E)  F(f)(§) d&, nous allons avoir besoin du

=F(fo(—idr))(€)
lemme suivant :

Lemme. Soit (f,g) € L*(R), alors

/R f(2)Flg)(x)dz = / F(F)(E)g(€)de

Démonstration. On a, par le théoréme de Fubini-Tonnelli

/R / F(@)g(€)e 27| dedz = / f(@)|dx / 9(©)lde = 11, lgll, < +oo

Donc, d’aprés le théoréeme de Fubini,

[ t@F @@= [ 1) [ e <asan = [ Fp©a(eras



Ainsi, en appliquant ce lemme et I'inversion de Fourier dans L'(R),

[1F@@ra = [ @) FEFo i) @)de = [ If)fde < 4o

=f(z)

Donc
F(f) € AR), (IF(N)lly = (111

Ainsi F : A(R) — A(R) est continue pour la norme ||-||,, puis, par densité de A(R)
dans L*(R) et complétude de L*(R), F se prolonge de maniére unique en un morphisme
isométrique (en particulier injectif) de L?*(R) dans A(R) C L?*(R) que nous notons également

F:LA(R) — L(R)

Etape 3 : Surjectivité de F : L?*(R) — L?*(R)
On a F : A(R) — A(R) surjectif car si g € A(R) alors, par inversion de Fourier et car
F(go(—ide)) € A(R),

g=F(F(go(—idr)))) € F(AR))
D’ou
A(R) = F(A(R)) C F(L*(R))

Puis

A(R) € F(L*(R))

avec A(R) = L*(R) par densité.
De plus
F(L*(R)) = F(L*(R))

En effet soit g € F(L2(R)), alors il existe (g, )nen € F(L*(R))N tel que

L*(R)
dn > g
n—-+00

Ainsi, pour tout n € N, il existe f,, € L*(R) tel que

In = F(fn)

Or (gn)nen est convergente dans L?(R), donc est de Cauchy, puis, comme JF est une isométrie,
(fn)nen est également de Cauchy dans L?(R) complet, ainsi il existe f € L*(R) tel que

L*(R)

o —

n—-+o0o

Puis, par continuité de F et unicité de la limite,

g=F(f) € F(L*(R))



