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Probleme de liquidation

Un agent posséde une certaine quantité d'un actif financier ce qui
lui permet d'avoir une richesse A; a l'instant t.

Il souhaite ne plus en avoir a un instant terminal fixé T € R} :
Ar=0.

Sa volonté de vendre influence le marché. Il doit vendre au fur et a
mesure de |'évolution du cours de I'actif afin de minimiser ses
pertes (ou maximiser ses gains).
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Probleme de liquidation

Ainsi il doit terminer le processus (a})o<¢<7 minimisant la
fonctionnelle

]
J3)=E ( [ (blale + cfeos + elarp fT)
0

parmi les processus a tels que a € L1(0, +00) et

Ay = Ao+ fot asds, ol nous avons les paramétres suivants ;
@ Ap quantité initiale,
@ b,c,p > 1 reflétant I'influence de I'agent sur le marché,

© ¢ une variable aléatoire singuliere P({ = +00) > 0 permettant
une marge de manceuvre si la liquidation n’est pas optimale.
On impose seulement A7 = 0 lorsque £ = 400 :

AT1{§:+oo} =0.
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Probleme de liquidation

Théoreme de minimisation de la fonctionnelle J

Nous avons, pour tout t € [0, T],
T q—1
Y.
A; = Apexp —/ <5> ds |,
¢ \bs

© Y "solution” de I'équation

Y —1y' T T
Y =€ — / (p— | | ds—i—/ csds—/ ZsdWs,
t t

@ Z processus couplé a Y,

avec

@ W mouvement brownien,
1 1

QO —+—=1.
p q
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Equation différentielle stochastique rétrograde

Définition d'une EDSR

T T
Yy =€ —|—/ (s, Ys, Zs)ds —/ ZsdW,, 0<t<T.
t t

@ (Y, 2) l'inconnue,
O ¢ la valeur terminale singuliére, f le générateur.

Q {=g(X7), g:R— R, U{+o0},
@ X solution d'une EDS

t t
X, = % +/ b(s,Xs)ds+/ o(s, X.)dW,, 0<t<T,
0 0

@ f(s,y,z) = f(s,x,y, z) déterministe.
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Existence et d'unicité d'une "solution continue”

Théoreme

Sous de multiples hypothéses sur les paramétres f, g, b, o, nous
avons existence et unicité d'une sur-solution minimale (Y, Z) telle
que

liminf Y; = g(X7) = €.
iminf Y = g(X7) =¢

t t
V.- Yt+/ F(u, X, Yu,Zu)du—/ Z,dW, 0<s<t<T,
S S
Q liminf,, 7 Y: > g(X7) =¢&.

Dans le probleme de liquidation

Si liminf;_ 7 YT > £ alors il y aurait un cofit supplémentaire.
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Existence et d'unicité d'une "solution continue”

Pour démontrer ce résultat on utilise la dérivation de Malliavin :
on dérive des variables aléatoires pour obtenir des théoremes
intéressants.

On obtient que le processus Z est la dérivée du processus Y :

Zt - Dt’ Yt'

On utilise I'intégration par parties pour contrdler le terme en Z;
par le terme en Y; :

t t
E <G/ D F x hsds> =E(FGW;) — E (F/ DsG x hsds> .

0 0
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Et si I'on rajoute des sauts ?

On suppose que le processus A peut avoir des sauts aléatoires au
cours du temps modélisés par un processus de Poisson N
d'intensité .

Le probleme de liquidation va étre modifié en conséquent et le
processus Y donnant le minimiseur vérifie la nouvelle EDSR

EDSR dirigée avec un processus de Poisson

T T T
Y, =€+ / f(s, Yo, Zs, Us)ds — / ZodW, — / UsdN.
t t t

A-t-on encore la continuité de la solution sous des hypothéses
similaires ?
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Contre-exemple

Discontinuité de la solution

Si le générateur f est quadratique :

T T T
Yt—f—/ Ys]Ys]ds—/ stWS—/ UsdNs, 0<t<T
t t t
et la valeur terminale est une barriére a droite :

£ = g(X1) = (+00)Lx; 501 + P(XT) 1 1x7<x0}-
Alors la solution de I'EDSR est donnée par

1
Ye = ﬁl{KT} +g(X7T)lt=1), 0<t<T.
En particulier
lim Yy =400 > g(X7).
t—T
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Démonstration du contre-exemple

Equation aux dérivées partielles associées
Si une fonction v : [0, T] x R — R est solution de I'EDP sur

[0, T] xR
{ %(t,x) — Au(t,x) — u(t,x)|u(t,x)] = =Au(t,x + 1)
u(T,x) = g(x).

Alors
Yt = U(t, Xt)
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Démonstration du contre-exemple

Pour résoudre cette EDP on procede avec les EDP tronquées
ou”
E(tvx) - )\Un(t,X) - Un(t,X)‘Un(t,X)| = —)\Un(t,X + 1)
u"(T,x)=g(x)An

dont on détermine les solutions en procédant étape par étape par
rapport x.

Pour x > xp :

{ é;utn(t,x) — (8, x) — u"(t, X)|u"(t, x)| = —Aun(t,x + 1)
u"(T,x)=n

de solutions

=u(t,x), t<T.
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Démonstration du contre-exemple

Puis pour xg — 1 < x < xg I'équation devient pour n suffisament
grand :

O (£,3) = Aun(t, %) — u(2 )|, )] = _T—)\t+,1,

u"(T,x) = ¢(x)

ou I'on reconnait une équation de Riccati que I'on peut résoudre en

L T FY"(tx) —

u(t,x) T—t++ n—too T —t uftx), t<

On réitere |'opération pour avoir le résultat pour tout x € R.
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Simulations du contre-exemple

Pour comprendre le comportement de la solution u"(-, x) pour
x € [xo — 1, xo0[, on peut étudier le schéma numérique d'Euler
implicite rétrograde pour I'EDO

1
U(t) = Au(t) — u(t)u(t)] = =X T
u(T) = xeR:.
T
O=th<th<..<ty=T, hN:N.
un(tn) = X
et
un(tet1) = un(te) — hnf(te, un(tc))
avec

f(t,u):)\+u2—>\7__t.
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Simulations du contre-exemple

Convergence du schéma numérique
Pour tout a € 10, 1],

max un(ty) — —
0<k<|aN| w(tk) T — tx | No>+oo

Le schéma d'Euler implicite rétrograde peut étre explicité car il
s'agit seulement d'une équation polynomiale du second degré. Puis

< e 1
on montre qu'a I'intstant initial limy_ o un(to) = 7 et on

conclue en utilisant les résultats de convergence sur les schémas
d'Euler classiques.
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Simulations du contre-exemple

Backward Euler Numerical Method for T = 1,A = 10 and y = 10 Backward Euler Numerical Method for T = 1, A = 10 and N = 1000
120 { — Limit Solution — Limit Solution
~-- Numerical Scheme for N=100 300 --- Numerical scheme for x = 0
Numerical Scheme for N=10000 Numerical Scheme for x = 150 !
100 { —:- Numerical Scheme for N=1000000 /

2504 —:- Numerical Scheme for x = 300 i

Figure: Méthode numérique d'Euler rétrograde pour T =1 et A = 10.
Sur la gauche y = 10; sur la droite N = 1000.
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Merci pour votre attention.
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