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Lemme. Soit u € O,(R) et I sous-espace vectoriel de R" stable par u, alors F'* est stable
par u.

Démonstration.

Soit v € Ftety € F.

Oru € O,(R) C GL,(R), en pariculier u est injectif, d’otl u|p est injective, donc ujp € GL(F)
car dim(F') < 400 et car F' est u-stable, en particulier wr : F' — F surjectif.

Donc il existe z € F tel que u(z) = y, ainsi, comme x € F'*,

(u(@),y) = (u(2),u(2)) = (r,2) =0

D’ott u(z) € F+, ce qui montre que F* est u-stable. O

Théoréme. Soit u € O,(R), alors il existe une base orthonormée b de E, (r,x) € N?

(s, ...

,0,.) €10, 7[" et (e1,...,e5) € {—1,1}* tel que
R(01)

Matb (U) =
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avec Vi € [1,r], R(6;) = < gf;gg:; _cizzé?)l) )

Démonstration.
On raisonne par récurrence double sur n € N* :
— Pour n =1 : Soit u € O;(R) C GL;(R) ~ R*, alors u = \idg avec A € R*.
Or € :=det(u) € {—1,1}, donc, avec e =1 € R, Mat.(u) = (¢).
— Pour n =2 : Soit u € Oz(R).
On considére, pour b base orthonormée de R?,

N = < Z ;) = Maty(u)

Or u € O3(R), donc N*N = I, = NN, on en déduit
A+ =d*+F=1,ab+cd=0

D’ou, avec la premiére égalité, ¢ = +b.
Sic= —balors N est symétrique et, d’aprés le théoréme spectral, u est orthodiago-
nalisable de valeurs propres possibles 1, —1.
Sic=—b=#0 alors d = a.
De plus, comme a? + b? = 1, il existe 0 € |0, 7] tel que a = cos(6),b = sin(6).
Finalement N = R(6).
— Soit n > 2 et on suppose le résultat vrai dans O,_1(R) et O,_2(R).
Distinguons deux cas :
— Cas 1 : Si u admet au moins une valeur propre réelle A
Soit x € R™ un vecteur propre normé associé, alors

[zl = flu(@) || = Azl = [Al{l«]

D’ow, comme |jz|| # 0, [\ =11ie A € {—1,1}.

Or Vect(z) est stable par u, donc, d’aprés le lemme précédent, H = Vect(z)! est
stable par u et dim(H) =n — 1.

D’on, par hypotheése de récurrence, il existe une base orthonormée o' de H tel que
Maty (u)r) soit de la forme voulue.

Donc, pour b = (z,b'), on a

Maty(u) = ( <3) Mat(b(/)()um) )

Ce qui est de la forme voulue.
— Cas 2 : Si u n"admet pas de valeur propre réelle
On consideére

v=1u-+u"

avec u* = u~! 'endomorphisme adjoint u.
Alors v* = (u +u*)* = u* +u =v, dou v € 5,(R).



Donc v admet une valeur propre réelle A et un vecteur propre associé r € R".
D’ou
(u+u")(z) = A

Ainsi

u?(z) = u(u(z)) = u(v(z) —u'(z) = Mu(z) — o
Par ailleurs (z,u(z)) est libre car u sans valeurs propres réelles.
Soit F' = Vect(z,u(z)), alors dim(F) = 2 et F est stable par u.
Or ujp € O(F) sans valeur propre réelle, donc, d’aprés 'étape n = 2, il existe une
base orthonormée O’ de F' et 6 € ]0, 7| tels que

M(th/ (U‘F) = R(Q)

Puis, d’aprés le lemme précédent, F'* est stable par w.

Or dim(F*) =n—2et ujpr € O(F*), donc par hypothése de récurrence, il existe
une base orthonormée b de F* tel que Maty: (ujpr) soit de la forme voulue.
Ainsi, dans la base orthonormée b = (V/,5"),

Maty(u) = ( Ma%guF) Matbﬁ,o()wl) ) = ( %(;) Matf,f)(LFL) )



