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Lemme. Soit u ∈ On(R) et F sous-espace vectoriel de Rn stable par u, alors F⊥ est stable
par u.

Démonstration.
Soit x ∈ F⊥ et y ∈ F .
Or u ∈ On(R) ⊂ GLn(R), en pariculier u est injectif, d’où u|F est injective, donc u|F ∈ GL(F )
car dim(F ) < +∞ et car F est u-stable, en particulier u|F : F −→ F surjectif.
Donc il existe z ∈ F tel que u(z) = y, ainsi, comme x ∈ F⊥,

〈u(x), y〉 = 〈u(x), u(z)〉 = 〈x, z〉 = 0

D’où u(x) ∈ F⊥, ce qui montre que F⊥ est u-stable.

Théorême. Soit u ∈ On(R), alors il existe une base orthonormée b de E, (r, x) ∈ N2,
(θ1, ..., θr) ∈ ]0, π[r et (ε1, ..., εs) ∈ {−1, 1}s tel que

Matb(u) =



R(θ1)
. . . (0)

R(θr)
ε1

(0)
. . .

εs
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avec ∀i ∈ J1, rK, R(θi) =
(
cos(θi) −sin(θi)
sin(θi) cos(θi)

)
.

Démonstration.
On raisonne par récurrence double sur n ∈ N∗ :

— Pour n = 1 : Soit u ∈ O1(R) ⊂ GL1(R) ' R∗, alors u = λidR avec λ ∈ R∗.
Or ε := det(u) ∈ {−1, 1}, donc, avec e = 1 ∈ R, Mate(u) = (ε).

— Pour n = 2 : Soit u ∈ O2(R).
On considère, pour b base orthonormée de R2,

N =

(
a c
b d

)
:=Matb(u)

Or u ∈ O2(R), donc N tN = In = tNN , on en déduit

a2 + b2 = a2 + c2 = 1, ab+ cd = 0

D’où, avec la première égalité, c = ±b.
Si c = −b alors N est symétrique et, d’après le théorème spectral, u est orthodiago-
nalisable de valeurs propres possibles 1,−1.
Si c = −b 6= 0 alors d = a.
De plus, comme a2 + b2 = 1, il existe θ ∈ ]0, π[ tel que a = cos(θ), b = sin(θ).
Finalement N = R(θ).

— Soit n ≥ 2 et on suppose le résultat vrai dans On−1(R) et On−2(R).
Distinguons deux cas :
— Cas 1 : Si u admet au moins une valeur propre réelle λ

Soit x ∈ Rn un vecteur propre normé associé, alors

‖x‖ = ‖u(x)‖ = ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

D’où, comme ‖x‖ 6= 0, |λ| = 1 ie λ ∈ {−1, 1}.
Or V ect(x) est stable par u, donc, d’après le lemme précédent, H = V ect(x)⊥ est
stable par u et dim(H) = n− 1.
D’où, par hypothèse de récurrence, il existe une base orthonormée b′ de H tel que
Matb′(u|H) soit de la forme voulue.
Donc, pour b = (x, b′), on a

Matb(u) =

(
λ (0)
(0) Matb′(u|H)

)
Ce qui est de la forme voulue.

— Cas 2 : Si u n’admet pas de valeur propre réelle
On considère

v = u+ u∗

avec u∗ = u−1 l’endomorphisme adjoint u.
Alors v∗ = (u+ u∗)∗ = u∗ + u = v, d’où v ∈ Sn(R).
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Donc v admet une valeur propre réelle λ et un vecteur propre associé x ∈ Rn.
D’où

(u+ u∗)(x) = λx

Ainsi
u2(x) = u(u(x)) = u(v(x)− u∗(x)) = λu(x)− x

Par ailleurs (x, u(x)) est libre car u sans valeurs propres réelles.
Soit F = V ect(x, u(x)), alors dim(F ) = 2 et F est stable par u.
Or u|F ∈ O(F ) sans valeur propre réelle, donc, d’après l’étape n = 2, il existe une
base orthonormée b′ de F et θ ∈ ]0, π[ tels que

Matb′(u|F ) = R(θ)

Puis, d’après le lemme précédent, F⊥ est stable par u.
Or dim(F⊥) = n− 2 et u|F⊥ ∈ O(F⊥), donc par hypothèse de récurrence, il existe
une base orthonormée b′′ de F⊥ tel que Matb′′(u|F⊥) soit de la forme voulue.
Ainsi, dans la base orthonormée b = (b′, b′′),

Matb(u) =

(
Matb′(u|F ) (0)

(0) Matb′′(u|F⊥)

)
=

(
R(θ) (0)
(0) Matb′′(u|F⊥)

)
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