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Théorème. L’intégrale
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Démonstration.
Etape 1 : Convergence de l’intégrale
Sur [0,+∞[, la fonction x 7−→ x

ch(x)
est continue et

x

ch(x)
=

2x

ex + e−x
∼

x→+∞

2x

e−x
= o

(
1

x2

)
avec x 7−→ 1

x2 intégrable, donc, par théorème de comparaison, x 7−→ x
ch(x)

est intégrable sur
[0,+∞[, ce qui montre que l’intégrale est convergente.
Etape 2 : Se ramener une fonction développable en série entière usuelle
On effectue le changement de variable x = −ln(u) qui est bien un C1-difféomorphisme de
]0, 1] dans [0,+∞[ (décroissant), ainsi∫ +∞
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On écrit alors le développement en série entière de la fonction 1
1+u2 sur ]0, 1[ :∫ +∞

0

x

ch(x)
dx = −2
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ln(u)
+∞∑
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(−1)nu2ndu = −2
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0

ln(u)du+
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0
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ln(u)(−1)n+1u2ndu

Etape 3 : Appliquer une interversion série-intégrale
On considère les fonctions fn, pour n ∈ N∗, définie par

fn(0) = 0, fn(u) = (−1)n+1u2nln(u)

Ainsi fn(u) −→
u→0

0, donc les fn sont des fonctions continues sur [0, 1].
Soit u ∈ ]0, 1[, alors la série

∑
fn(u) est alternée et vérifie les hypothèses du critère des séries

alternées (ou de Leibinz), donc la série numérique
∑

fn(u) est convergente.
On peut donc considérer le reste Rn(u) de cette série, qui vérifie, toujours d’après le critère
des séries alternées,

|Rn(u)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)k+1u2kln(u)

∣∣∣∣∣ ≤ −u2(n+1)ln(u) = −u2n+2ln(u)

On note g(u) = −u2n+2ln(u), alors g est dérivable en u et

g′(u) = −(2n+ 2)u2n+1ln(u)− u2n+1 = −u2n+1((2n+ 2)ln(u) + 1)

Donc g′ s’annule uniquement en u = e−
1

2n+2 , il s’agit bien d’un maximum global de g en
calculant sa dérivée seconde ou en remarquant que lim

u→0,1
g(u) = 0.

Par conséquent

|Rn(u)| ≤
e−1

2n+ 2

Ainsi, en passant à la borne supérieure, on obtient ‖Rn‖∞ ≤
e−1

2n+2
−→

n→+∞
0, d’où Rn

CV U−→
n→+∞

0,

ce qui montre que la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur [0, 1], on peut donc
intégrer terme à terme :∫ 1
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Par conséquent∫ +∞
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Ainsi∫ +∞
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