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Théoréme. Soit n € N*, alors le groupe SO, (R) est connexe (& démontrer uniquement pour
la legon 204 Connexité).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n € N* :
— Pour n=1: SO;(R) = {idr} est connexe, ce qui initialise la récurrence.
— On suppose que SO,,_1(R) est connexe pour n > 2.
Or SO, (R) agit transitivement sur la sphére unité S de R, donc pour z € S, on a

OTbSOn(R) (ZE) =S

avec S connexe car connexe par arcs.
On a donc par théoréme d’homéomorphisme pour SO, (R) compact

SO, (R)/Stabso, r) =~ Orbso, r) = S connexe

Soit u € Stabso, r)(7), alors u € SO,(R) et u(z) = x, donc Vect(x) est u-stable, puis
comme u € SO, (R), H := Vect(x)* est u-stable avec ujy € SO(H). On peut donc
considérer le morphisme de groupes

Stabgon(R)(x — SO(H)
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De plus ce morphisme est bijectif car tout » € SO(H) peut étre complété de maniére
unique en u € SO, (R) tel que wy =7 et u(x) = .
Par conséquent on a I’homéomorphisme

Stabso, &) (z) ~ SO(Vect(z)*) ~ SO, _1(R)

ce qui montre que Stabso, w)(x) est connexe.
Par conséquent SO,(R) connexe car SO, (R)/Stabso, r)(z) et Stabso, w)(z) le sont.
Le théoréme de récurrence permet de conclure. O

Théoréme. Soit n > 3, alors SO, (R) est engendré par les renversements (sans démontrer
que O, (R) est engendré par les réflexions orthogonales, plus précisément tout u € O, (R) est
produit d’au plus n réflexions) (& ne pas démontrer dans la legon 204 Connexité).

Démonstration.

Etape 1 :Sin=3

Soit u € SO5(R) tel que u # idgs, alors u € O3(R) et det(u) = 1, donc il existe 71,7 des
réflexions orthogonales telles que u = 7 o 75. Puis, comme n = 3, pour k € [1,2], oy := —7%
est un renversement.

D’ou u = 01 0 03.

Etape 2 : Si n > 3 (seulement pour la legon 108)

Soit u € SO,(R) C O,(R), donc il existe p € N tel que 2p < n, et 7, ..., T2, des réflexions
orthogonales telles que

U=1T10..0Ty

Lemme. Pour 7 et 75 deux réflexions de R", il existe deux renversements o et oy tels que
T1 © Ty = 01 009

Démonstration.

On considére Hy et Hj les deux hyperplans de 71 et 75 et u := 73 0 75 € O,(R).

Alors H; N Hy est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n — 2 (si Hy et Hy sont
distincts) ou n — 1 (si H; = Hj), on peut donc considérer V' sous-espace de dimension n — 3
de Hy N Hy (car n > 3).

On a donc ujy = idgn, ainsi

Vo € VY €V, (u(a), y) = (u(e),uly)) = (x,y) =0

Dot u(V+) C V24, ainsi, d’aprés I'étape 1, UL = 01 003 avec o1 et oy deux renversements
de V* de dimension 3.

Puis on prolonge o1 et o5 en 6 et 7, deux renversements de R" avec oy = gy = idgn,
pour avoir u = gy © 0s. ]

Ainsi, pour tout k € [1,p], il existe deux renversements ooy, et ooy, tels que To_1 0 Top =
Ok—1 © 09, d’oll
U= 010...009

Ce qui montre que les renversements engendrent SO,,(R). O]



Lemme. Soit H < SO3(R) tel qu'il existe un renversement r d’axe D dans H, alors
H = S03(R)

Démonstration.

Soit 7/ un renversement d’axe D’ de R? ie une rotation d’axe D’ et d’angle m, alors il existe
s € SO3(R) tel que s(D) = D’ car le groupe SO3(R) agit transitivement sur la sphére unité
S C R?, donc transitivement sur ’ensemble des droites vectorielles de R3.

Comme srs~! est semblable & r, srs~! est un renversement de R3.

De plus D’ est un sous-espace propre de srs~! pour la valeur propre 1 :

(srs™1)(D') = (sr)(D) = s(D) = D'

Ainsi srs~! est le renversement d’axe D', ie r’ = srs~! et, comme H<SO3(R), r" = srs™ € H.
D’ou H contient tous les renversements de R3.

Or ils engendrent SO3(R), donc H = SO3(R). O
Théoréme. Le groupe spécial orthogonal SO3(R) est simple.

Démonstration. Soit H < SO3(R) tel que H < SO3(R), H # {id}.
Alors il existe h € H tel que h # id.
On considére 'application

L g — tr(ghg 'h™1)

Ainsi ¢ est continue car polynomiale en les composantes, sur le compact connexe SO3(R).
Donc Im(p) est un compact connexe de R, ie un intervalle Im(y) = [a,b] avec a < b € R.
Or

Vg =r(D,0) € SO3(R),tr(¢g") = 1+ 2cos(6)

Donc, comme Vg € SO3(R), ghg~*h™t € SO3(R),
vy € SOg(R),(,D(g> € [07 3]

D’ou (a,b) € [0, 3]%
De plus p(h) = tr(idgs) = 3, donc Im(yp) = [a, 3].

On suppose par 'absurde que a = 3, alors
Vg € SO3(R), ghg *h™ = idgs ie Vg € SO3(R), gh = hg
ie

ce qui contredit 'hypothése h #£ idps.
Par conséquent a < 3.
Or 1+ 2cos (%) — 3, donc il existe n € N* tel que

n—-+o0o

a<1+2cos(z> <3
n

3



Ainsi il existe g, € SO3(R) tel que

©(gn) = 1+ 2cos <%)

Donc h,, := g,hg, 'h™! est une rotation de trace 1 + 2cos (’T), donc d’angle .

n
De plus, comme H < SO, (R), h,, € H.
Par conséquent A est une rotation d’angle 7 appartenant a [, ie un renversement.
Finalement, d’aprés le lemme précédent, H = SO3(R) ce qui montre que SO3(R) est simple.
m

Remarque. Pour n pair, SO, (R) n’est pas simple car son centre est un sous-groupe distingué
non trivial.



