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Théorême. Soit p ∈ P impair tel que q = 2p + 1 ∈ P , alors il n’existe pas de triplet
(x, y, z) ∈ Z3 tel que p ne divise pas xyz et

xp + yp + zp = 0

Démonstration. On suppose par l’absurde qu’il existe (x, y, z) ∈ Z3 tel que

xp + yp + zp = 0

Etape préliminaire : Se x, y, z premiers entre eux deux à deux(expliquer rapidement)
Sous-étape a : Premiers entre eux dans leur ensemble
Soit d = PGCD(x, y, z), alors(x
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On peut donc supposer, quitte à diviser par d, que PGCD(x, y, z) = 1.
Sous-étape b : Premiers entre eux deux à deux
Si PGCD(x, y) > 1 alors il existe p′ ∈ P divisant x et y.
Donc

p′ | −(xp + yp) = zp

Or p′ ∈ P , donc p′ | z, d’où
1 = PGCD(x, y, z) ≥ p′

Ce qui est absurde, d’où x et y sont permiers entre eux et par symétrie des rôles de x, y, z,
on en déduit que

PGCD(x, y) = PGCD(y, z) = PGCD(x, z) = 1
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Lemme. Soit m ∈ Z non divisible par q, alors

mp ≡ ±1[q]

Démonstration. D’après le théorème de Fermat

(mp)2 = mq−1 ≡ 1[q]

D’où mp est racine de X2 − 1 = (X − 1)(X + 1) dans Fq[X], ie mp ≡ ±1[q].

Etape 1 : q divise au moins x, y ou z
On suppose par l’absurde que q ne divise ni x ni y ni z, alors d’après ce qui précède

xp, yp, zp ≡ ±1[q]

D’où
0 = xp + yp + zp ≡ ±1,±3[q]

Ce qui est absurde car q = 2p+ 1 ≥ 7.
On peut donc supposer, quitter à inverser les rôles de x, y et z, que

q | x

De plus, comme x est premier avec y et z, q ne divise pas y et z.
Etape 2 : Calcul de x+ y, y + z et x+ z
On a

(−x)p = −xp = yp + zp = yp − (−z)p = (y −−z)
p−1∑
k=0

yk(−z)p−1−k︸ ︷︷ ︸
=:r

= (y + z)r

Soit p′ ∈ P divisant y + z et r, alors, d’après le calcul précédent, p′2 | xp, d’où, comme p′
premier,

p′ | x

De plus
p−1∑
k=0

yk(−z)p−1−k = r ≡ 0[p′], y ≡ −z[p′]

Donc pyp−1 ≡ 0[p′] ie p′ | pyp−1.
Or p ne divise pas x car p ne divise pas xyz, donc p 6= p′, d’où p′ | yp−1.
Ainsi, comme p′ premier,

p′ | y

Ce qui est absurde car PGCD(x, y) = 1.
Par conséquent, en écrivant la décomposition en produits d’irréductibles de −x et 1p =
1, (−1)p = −1 car p impair, on en déduit qu’il existe (a, α) ∈ Z2 premiers entre eux tel que

y + z = ap, r = αp
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Et par symétrie des rôles, de même, il existe (b, c) ∈ Z2 tel que

x+ z = bp, x+ y = cp

Etape 3 : Contradiction
Or q | x, donc q ne divise pas y et z, ainsi, d’après le lemme,{

y ≡ cp[q] ≡ ±1[q]
z ≡ bp[q] ≡ ±1[q]

De plus on a
bp + cp − ap = 2x ≡ 0[q]

Si q ne divise pas a, alors, d’après le lemme, ap ≡ ±1[q] ce qui donne

±1,±3 ≡ 0[q]

ce qui est absurde car q ≥ 7, donc
q | a

D’où q | ap = y + z ie y ≡ −z[q].
Ainsi, par définition de r et imparité de p,

αp = r ≡ pyp−1[q] ≡ p(±1)p−1[q] ≡ p[q]

Or a et α sont premiers entre eux, donc q ne divise pas α, d’où, d’après le lemme,

αp ≡ ±1[q]

Par conséquent
p ≡ ±1[q]

Ce qui est absurde car 2p ≡ −1[q] et q ≥ 7.
On aboutit finalement à une contradiction ce qui permet de conclure.
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