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Théoréme. Soit p € P impair tel que ¢ = 2p + 1 € P, alors il n’existe pas de triplet
(z,9,2) € Z3 tel que p ne divise pas ryz et

Py +2r=0
Démonstration. On suppose par absurde qu'’il existe (z,y, z) € Z? tel que
P +yP 4+ 2P =0

Etape préliminaire : Se x,y, z premiers entre eux deux a deux(expliquer rapidement)
Sous-étape a : Premiers entre eux dans leur ensemble

Soit d = PGCD(x,y, z), alors

(3)[) + (%)p + (§>p = % (@’ +y"+2")=0

avec PGCD (%, & é) = 1.

On peut donc supposer, quitte a diviser par d, que PGCD(x,y,z) = 1.
Sous-étape b : Premiers entre eux deux a deux

Si PGCD(x,y) > 1 alors il existe p’ € P divisant z et y.

Donc

P ) =
Or p' € P, donc p' | z, d’ou
1=PGCD(z,y,z) >7p

Ce qui est absurde, d’otl = et y sont permiers entre eux et par symétrie des roles de x,y, z,
on en déduit que

PGCD(x,y) = PGCD(y,z) = PGCD(x,z) =1
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http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/121.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/126.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/142.pdf

Lemme. Soit m € Z non divisible par ¢, alors
m” = +1q]
Démonstration. D’apreés le théoréme de Fermat
(m?)? = mi1 = 1]g
D’out m? est racine de X? — 1 = (X — 1)(X + 1) dans F,[X], ie m¥ = +1][q]. O

Etape 1 : ¢ divise au moins z, y ou 2
On suppose par 'absurde que ¢ ne divise ni x ni y ni z, alors d’aprés ce qui précéde

D’ou
0 =af +y” + 2 = £1, £3]q]

Ce qui est absurde car g =2p+1> 7.
On peut donc supposer, quitter a inverser les roles de x, y et z, que

qlx

De plus, comme x est premier avec y et z, ¢ ne divise pas y et z.
Etape 2 : Calculde z 4+ y,y + 2z et x + 2
On a

(maf ==t =yt P =y (=2 = (y = —2) ) Y T = ()

Soit p’ € P divisant y + z et r, alors, d’apres le calcul précédent, p? | 2P, d’ot, comme p’

premier,

De plus

Donc py?~t = 0[p/] ie p | py?~L.
Or p ne divise pas x car p ne divise pas zyz, donc p # p/, d'ou p’ | y?~ L.
Ainsi, comme p’ premier,
/

|

b1y

Ce qui est absurde car PGCD(x,y) = 1.
Par conséquent, en écrivant la décomposition en produits d’irréductibles de —z et 17 =
1,(—1)? = —1 car p impair, on en déduit qu’il existe (a,a) € Z? premiers entre eux tel que

y+z=a"r=a



Et par symétrie des roles, de méme, il existe (b, c) € Z? tel que
r+z=0Vor+y=c’

Etape 3 : Contradiction
Or ¢ | z, donc ¢ ne divise pas y et z, ainsi, d’aprés le lemme,

De plus on a
W+ P —af =22 =0[q]

Si ¢ ne divise pas a, alors, d’aprés le lemme, a? = +1[q] ce qui donne
+1,43 = 0[¢]

ce qui est absurde car ¢ > 7, donc
q|a

Dot g |al =y+ ziey = —z[ql.
Ainsi, par définition de r et imparité de p,

o =r=py g = p(£1)"'[g] = pld]
Or a et a sont premiers entre eux, donc ¢ ne divise pas «, d’ou, d’aprés le lemme,
af = +1[q]

Par conséquent
p = +1[q]

Ce qui est absurde car 2p = —1[g] et ¢ > 7.
On aboutit finalement a une contradiction ce qui permet de conclure.



