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Théoréme. Soit n € N*  alors Papplication exp : S,(R) — SF*(R) est un homéomor-
phisme.

Démonstration.

Etape 1 : exp(S,(R)) C S;FH(R) et exp continue

Soit S € S,(R), alors, d’apres le théoréme spectral, S est orthogonalement diagonalisable,
ie il existe P € O,(R) et (A1,..., \,) € R" tels que

S = PDiag(\y, ..., \,)P~' = PDiag(\y, ..., \,)' P

Alinsi, par continuité et passage a la limite,

+oo
exp(S Zk' (PDiag(\1, ..., \y)P™1)* = Peap(Diag(\y, ..., \n)) P = PDiag(e™, ..., e ) P

Donc fexp(S) = exp(S), d’ou exp(S) C S,(R).
Puis pour X € R™\{0}, comme ‘P € O,(R),
(X, exp(S)X) = ("PX, Diag(e™, ...,e*)'PX) = (Y, Diag(e™, ..., e*)Y)

en notant Y = PX # 0.
D’ou

(X, exp(S Ze y? >

D’ou exp(S) € S;T(R) ce qui montre que exp(S,(R)) C ST (R).
Or exp est continue sur M,,(R), donc par restriction exp : S,(R) — S+ (R) également.
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Etape 2 : Surjectivité de exp : S,,(R) — ST (R)
Soit B € ST (R), alors, par théoréme spectral, il existe P € O,(R) et (g, ..., 1) € (R%)"
tels que

B = PDiag(py, ..., jtn) P

Or exp : R — R est bijectif, donc Vi € [1,n],3N; € R, et = p;.
On considére donc
S = PDiag(\i, ..., \,)' P
Pour avoir S € 5,,(R) et exp(S) = B ce qui montre la surjectivité de exp : S,(R) — ST (R).
Etape 3 : Injectivité de exp : S,,(R) — S (R)
Soit (A4, A') € (S,(R))? tel que

exp(A) = exp(A)

Ainsi, comme précédemment,
A = PDiag(\y, ..., \,)' P

De plus, en considérant (X, ..., X! ) les \; distincts, les (€1, ..., e*») sont distincts par injecti-
vité de I'exponentielle réelle, donc il existe un polynéme interpolateur de Lagrange @ € R[X]
tel que Vi € [1,m], Q(eN) = \,.

Ainsi

Vi€ [1,n],Q(e) = \;
Alors

A = PDiag(\, ..., \,)'P = PDiag(Q(e), ..., Q(e*))'P = Q(exp(A)) = Q(exp(A"))

D’ou AA" = A’Aie A et A’ commutent.
Or, par théoréme spectral, A et A’ sont orthodiagonalisables, donc A et A’ sont orthodiagona-
lisables dans une méme base orthonormeée, ie il existe Py € O, (R) et (A1, ..., Ay, Nj, ..., \)) €
R2" tels que
A = PDiag(\i, ..., \,)' P, A" = PDiag(\}, ..., \})'P

D’ou

PDiag(e™,...,e*) P = exp(A) = exp(A’) = PDiag(e™, ...,e*) P
Ainsi Vi € [1,n], e = e puis A = A’ ce qui montre I'injectivité de exp : S, (R) — S+ (R).
Etape 4 : Continuité de exp™ : ST (R) — S, (R)

Utilisons la caractérisation séquentielle de continuité : Soit (Bp)yen = (exp(Ap))pen €
(STH(R))N et B = exp(A) € SFT(R) tels que

B, — B
p——+00
Sous-étape a : (A4,)pen est bornée
Comme la suite (B,),en converge, elle est bornée pour la norme subordonnée ||-||,.
p/pE ) 9
De méme, par continuité du passage a I'inverse, la suite (B, Y)pen converge vers B~!, donc
elle est également bornée pour ||-||,.




Lemme. Soit n € N* et S € 5,(R), alors
151y = max(Sp(S)) =: p(S)

Démonstration. Comme M € S,(R), par théoréme spectral, il existe (Aq,...,\,) € R"
et (v1,...,v,) € (R™)™ base orhtonormée de vecteurs propres associés aux valeurs propres
(A1, ., An) et quitte & réordonner les \;, on peut supposer

p(S) = M| > . > Al

Soit X € R™ de norme 1, alors il existe (z1,...,x,) € R™ tel que x = > x;v;.
i=1
Donc

Isx1; =

n 2 n n
S| = SRl < p(SPY Jil = p(S)?
i=1 2 i=1 =1

avec égalité si X = vy.
Dot [[S], = p(S). 0

Ainsi, d’apres le lemme précédent, il existe (C, C") € R* tel que
Vp € N, maz(Sp(B,)) C 0, C), maz(Sp(B, ")) € ]0,C"]
Or Vp € N, maxz(Sp(B, ")) = min(Sp(B,))~", donc
Vp € N, Sp(B,) C [C"1,C] C )0, +o0]

Puis

vp € N, Sp(4,) = In(Sp(B,)) C [In(C"™),In(C))] C R
Donc, par le lemme précédent, la suite (A,),en est bornée pour la norme ||-||,.
Sous-étape b : (A,),eny n'admet quune valeur d’adhérence
Soit A’ € S,,(R) et une extractrice ¢ : N — N tel que

Aso(p) — A

p——+00

Donc, par continuité de exp :

B,y = A — A

o) = €TP(Ap(p)) e exp(A’)

D’ow, par unicité de la limité, exp(A) = exp(A’), puis, par injectivité de exp : Sp(R) —
STH(R), A=A

Sous-étape ¢ : Conclusion

Ainsi, comme S,,(R) est un espace vectoriel de dimension finie, A, — A ce qui montre
p—r+o0

que exp ! : STH(R) — S, (R) est continue. O

Remarque. De fagon similaire on peut montrer que exp : H,(C) — Ht(R) est un
homéomorphisme.



