Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Comptage de polynomes
irréductibles unitaires de F,|X]

Lecons 123,125,141,190

Définition

Soit p un nombre premier et soit ¢ = p”. Soit 'ensemble:

A(n,q) = {Polynomes de F,[X] irréductibles, unitaires de degré n}

On pose également: I(n,q) = #.A(n,q)

Théoréme

On a les résultats suivants:

1. On a:

x'-x =1 I] P (1)

dln PeA(d,q)

2. Si p est la fonction de Mobius, alors on a:
Ing) = —> (%)
q) = n : M d q

3. On a Péquivalent: I(n,q) ~ <L

n—4o0o "

Voci le plan de la démonstration:

1. Montrer le premier point en montrant que chaque polynome divise l'autre (le plus

difficile)
2. Passer aux degrés sur puis utiliser la formule d’inversion de Mobius
3. Montrer le troisieme point (c’est de I'analyse !)

Démonstration. 1. X9 — X est scindé (ses racines sont les éléments de Fyn ). Soit
P € A(d, q) un diviseur de X7 —X. P|X7" —X et X1" =X est scindé dans Fyn donc
les racines de P sont aussi dans Fyn. Soit o € Fyn une racine de P. P € F,[X] est
irréductible et P(a) = 0, donc P est le polynome minimal de o sur F,. Donc, par
le théoréme de la base télescopique, on an = [Fpn : F ] = [Fpn : Fy ()][F, (o) : F]

—_————

—d
donc d|n et on a:

ITII 1 x7"-Xx

dln PeA(d,q)
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Réciproquement, soit d un diviseur de n, soit P € A(d,q). Soit F,(a) un corps de
rupture de P, ot a € Fgn. Alors Fo(a) ~ Fpa <= Fon car dn, et o est bien une
racine de X1 — X. Or, P est irréductible sur F,, donc est a racines simples dans
Fyn (cf. Lemme 2) donc P|X9" — X. X9 — X est scindé a racines simples sur Fn,
donc chaque diviseur irréductible est de multiplicité 1, donc on a:

x-x I I P

dln PeA(d,q)

Les polynomes considérés étant unitaires, on a bien ’égalité (1)

2. On montre la formule d’inversion de Mdbius:

Lemme 1

Soit f:N* — R, et soit g donnée par:

g: N* — R

Alors, pour tout n € N*, on a:

fm) =Y (%) 9ld) = - u(d)g (%)
dln

din

Démonstration. Posons:

Sn = Z ,U(d)
din

OnaS;=1. Sin > 2, soit P, l’ensemble des diviseurs premiers de n. On a:

o

= Yy~ 2
|Pn‘

= Z( |€’n| >(_1)j (3)

= (1—1)"

=0

avec, par convention:
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Ainsi, on a:

i i
‘ = dZu(d);f(d’)
= ddZu(d)f(Zl’)
= ;ﬂd’);u(d)
= Zf(d’)S;
~ T

En regardant les degrés dans [’expression , on établit que:

¢ = ) di(d,q)
din

Ainsi, en appliquant la formule d’inversion de Mobius, on obtient:

Ing) = S u (%) e

dln

3. Il reste a montrer ’équivalent demandé. On sail que:

Su()e - e T w)r

din d|n,d<n
Or, on a:
n L5)
S o) < S
d|n,d<n d=1
glzl —1
— 1
i O
D’ou:
qn
I(n,q) ~ —
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Remarques. 1. Voici le lemme 2:

Lemme 2

Si P € F [X] est irréductible, alors il est a racines simple dans Fn.

Démonstration. Si P admet une racine double o € Fyn, alors on a également
P'(a) =0. P(a) =0 et P est irréductible sur Fy donc P est le polynéme minimal de
a surF,. Or, deg(P') < deg(P) donc on a P' = 0. Comme on est en caractéristique
p, cela veut dire qu’il existe R € F,[X] tel que P = RP, donc P n’est pas irréductible,
ce qui est absurde.

. . ‘ . P,
2. Le passage de 1} a 1’ s’explique par le fait que si |D| = j, alors on a < | j | )
choix possible pour D C P,.

3. Afin d’obtenir l’égalité (4), on a pris dans la formule d’inversion de Mobius les
fonctions f(n) = nl(n,q) et g(n) = q" (¢f. Lemme 1).
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