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Décomposition polaire

Lecons 150,203

Théoréeme (Décomposition polaire)
Soit n € N*. L’application suivante est un homéomorphisme:
¢: STT(R) x O,(R) — GL,(R)
(S,Q) —  5Q

Ainsi, S;F caractérise les orbites de 'action de O,,(R) sur GL,,(R) par translation
a droite.

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer la bijection d'un point de vue algébrique en utilisant le théoreme spectral
sur AAT ou A € GL,(R).

2. Montrer la continuité de ¢ et surtout de ¢! en utilisant la compacité du groupe
orthogonal O, (R)

Démonstration. 1. Soit A € GL,(R). Considérons la matrice AAT et montrons que
AAT € STT(R). En effet, on a bien: (AAT)T = (AT)TAT = AAT donc AAT est
symétrique. De plus, soit X € R"\ {0}. On a:

(X]AATX) = (ATX|ATX) = [|ATX||”

A€ GLy(R) done AT € GL,(R) ((AT)"1 = (A"V)T) et ATX # 0 donc (X|AATX) =
||ATXH2 >0, d’ou AAT € STH(R). Posons alors A = AAT.

En vertu du théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que:

A1 (0)
PAPT =D := ,
(0) An

0t Ay, Ay > 0.

Posons alors:

VA (0)
I=vD=
(0) Vn

et posons S = PTTP € STT(R). On obtient ainsi S*> = PTDP = A = AAT,

Posons maintenant Q = S™'A et montrons que Q € O,(R):
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QQT _ S—lA(S—lA)T
= STTAAT(ST)T
Y=Y 5taaTs
— 5_1525_1

Cela montre la surjectivité de ¢

Supposons que (S, Q), (5", Q") € ST (R) x O,(R) vérifient la décomposition polaire.
On a alors S? = AAT = S. De plus, on sait que T est un polynome en D (on
peut le constater un utilisant un polynéme interpolateur de Lagrange Z € R[X] tel
que vV N; = Z(\;) pour i € [1,n] donc au aura S = Z(S?) = Z(S"?)) donc S est un
polynome en S commute avec S'. Ainsi, ces deux matrices sont co-diagonalisables,
donc il existe P € O,(R) telle que:

p1 (0)
psSpT = L
(0) L
et:
251 (O)
ps'pT =
(0) 1

Comme S* = S, on a: Vi € [1,n],u? = p?, et comme S,5" € SFT(R), on a
w; = i, done S =295', et ainsi, Q = Q', donc ¢ est injective, donc bijective.

2. Montrons que ¢ est un homéomorphisme. ¢ est continue par continuité du pro-

duit matriciel. Montrons que ¢~ est continue. Soit (Ap)ren € GLn(R)N et soit

A € GL,(R) telles que Ay T A. Soit (Sk, Q) € ST (R) x O,(R) la décomposi-
—+00

tion polaire de Ay, et soit (S,Q) € STH(R) x O,(R) la décomposition polaire de A.
Montrons que (S, Qr) — (S,Q).

k——+o0

Par compacité du groupe orthogonal O, (R), il existe une extraction ¢ : N — N telle
que (Qok))rk soit convergente, de limite Q' € S;F(R). Alors Sy = Aw(k)Qg(,ﬁ) —

k—4o00
AQ'T.

Qo) € STT(R) C SHR) qui est un fermé de M, (R), donc S := AQ™ € S, (R).
Comme A, Q" € GL,(R) qui est un groupe, on a bien S" = AQ'" inversible, i.c.
S" e STH(R).

Donc A = SQ = S'Q)’. Par unicité de la décomposition polaire, on a bien (S,Q) =
(S',Q") donc Q est la seule valeur d’adhérence de (Qr)ren donc Qy k—+> Q. De
—+o0
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plus, Sy = ApQF i AQT = S. Donc (S, Qy) o (S,Q) donc ! est

continue
[ |

Remarque. D’un point de vue action de groupe, si on a l'action de O,(R) sur GL,(R)
par translation a droite, alors, si M € GL,(R), il existe un unique couple (Q,S) €
On(R) x STH(R) tel que M = SQ. Donc M € Og (orbite de S) et réciproquement.

Application (Norme subordonnée a la norme euclidienne)

Soit A € GL,(R). On rappelle que: |||A|||]s = sup ||AX]||]2. On a alors cette égalité:
[1X]l2=1

1 A[ll2 = +/p(AAT)

Démonstration. Soit (S,Q) € ST (R)xO,(R) la décomposition polaire de A (A = SQ).

sup ||AX]||2 = sup ||SQX]|2

[1X[l2=1 [1X[l2=1

Y=0QX
< sup [|SY]|

[[Y]l2=1
Théoréme spectral A
= sup  |A;y]
[1Y]l2=1,5€[1,n]
= sup ||
j€ltn]

= p(S)
ot o(S) = {\1,..., \} (0 désigne le spectre). Or p(S)? = p(S?) = p(AAT) donc
[Alll2 = /p(AAT).

Remarques. 1. Lorsque ce développement est utilisé pour la lecon 203 sur la com-
pacité, c’est bien de montrer la compacité du groupe orthogonal (cf. simplicité
de SO3(R)), et de passer plus vite sur la premiére partie de la démonstration du
théoreme.

2. On a les analogies suivantes:

Propriété Version compleze Version matricielle
Homéomorphisme exp: R — R} exp : Sp(R) — ST (R)
Surjection continue exp : iR — S! exp : A,(R) — SO, (R)
JZ?ZZ;;Z‘;Z%ZZ‘;?; Ry xS — € | SIT(R) x O4(R) — GL,(R)
: (r,0) +—— re? (S, Q) —  SQ
polaire
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