Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Calcul de deux déterminants
classiques: Vandermonde et Cauchy

Abandonné
Dans tout ce qui suit, n est un entier naturel non nul, (z1,---,x,) € C" et on pose
(ar, -+ ,an,by, - ,b,) € C* avec, pour tous i,j € [1,n], a; + b; # 0.
Définition (Déterminants de Vandermonde et de Cauchy)
On définit les déterminants de Vandermonde et de Cauchy respectivement par:
V(zq, - ,zn) =det [z et Clag, -+ ,an, b1, -+ ,b,) = det
(@ ) [ ! }K’ . (@ ' ) |:ai+bj:|1<i,j<n
Théoréme (Calcul du déterminant de Vandemonde)
Soient x4, ...,x, € C. On a alors:
1 . 1
X T
Vn(xh ,l’n) - . . = H (:Ez IL'])
: : 1<i<j<n
x?f—l xz—l

Démonstration. Montrons pour n > 2 la formule du déterminant de Vandermonde par
récurrence sur n.

* Initialisation: On a, pour n = 2:

Vilzy, ..oy z) = H (xj — ;)

1<i<j<n

Montrons la formule au rang n + 1. Soit (x,x,,1) € C?.

1 ... 1 1

Ty ... Tp T
Vo1 (z1, . xp,x) = |

n n n

R
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est un polynome de degré n en x. Il existe donc (ag,...,a,) € C" tel que:

n
Vn+1($17--'axnﬂx) - E :ajx]
=0

Le polynome Vi 1(xq, ..., 2., X) a n racines, qui sont xq,...,x,. En effet, pour tout
Jj€l,n], onaVip(xr,...,z,x5) =0 puisqu’il y a deuz colonnes identiques. Donc
on a:

Vo1 (z1, . 2, x) = anH(x—x,»)

=1
1 1
o T c. Tn
ainsi que: a, = . . = Vo(z1,...,2p)
n—1 n—1
Ly Ty
En effet, en développant le déterminant V,11(x1,...,2n,x) par rapport a la derniére
colonne, on a: Vyii(xq,...,xn,x) = 2"Vy(xy,...,2,) + ... donce, par identification des

coefficients, on a bien ce résultat. Par hypothése de récurrence, on a donc:

Vig1(z1, .. &, Tpgr) = H (%’ — ) H(xnﬂ — ;) (1)

1<i<j<n i=1
Vn-i—l(xl)"'axnaxn-i-l) = H ('Tj _'CE’L) (2)
1<i<j<n+1

Donc une matrice de Vandermonde est inversible si et seulement si les x; sont distincts.

Théoréme (Calcul du déterminant de Cauchy)

On a cette formules explicite pour le déterminant de Cauchy:

Cla Ap, b b,) = wh . atin _ [Licicjen(a; — ai)(b; — bi)

1, " 1, — : o : =

) s Un, ) s Un : 1 ngi,j<n<ai+bj)
an+b1 an+bn
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La démonstration de ces deux résultats se fait par récurrence.

Démonstration. La preuve de se théoréme se fait par récurrence sur n:

* Initialisation: Au rangn = 2, on a:

det [ @ ‘“_J}b? } = L — L
Gt o 3t (a1 + b1)(ag +b2)  (a; + be)(az + by)
(a1 + ba)(ag + by) — (a1 + by)(az + be)
(a1 + by)(ar + b2)(ag + by)(ag + by)
(a2 —a1)(ba — by)
(a1 + b1)(ar + b2)(az + b1)(az + b2)

*x Hérédité: Soit n € N\ {0,1}. Supposons la formule vraie au rang n, et montrons-la
au rang n+ 1, en introduisant an.1,b,+1 € C, puis en posant:

An+1 = C(alﬂ e 7an+17b17 e 7bn+1)

On a alors:
_1 DY 1
a1+b1 a1+bnt1
An-‘,—l = : .
An+1+b1 An+1+bnt1

En multipliant chaque colonne C; par a,y1 + bj, on obtient:

ant1tbr . Gnyitbaga
a1+b1 a1+bnt1
A 1 : :
n+l —
(an+b) o (g o) | g e
1 ... 1

Or, pour tous i € [1,n], j € [1,n+ 1], on a a’;ﬁ;;b] =1+ “’;ﬁ;j‘“, donnant ainsi:

4oGntimar ] Onyioan

a1+by a1+bpi1
1 : . :
An — . . .
+1 _ _
(e ) Gt ) | 1 2t ol s
1 1

Pour tout j € [1,n], on effectue l'opération Lj <— L;j — Ly11:

Ant1—ai L an41—0ai
a1+b1 al+bn+1
1 1 : :
n+l — _ _
a by) - (a b Gnil=Gn OGnt1=0n
( n+1 + 1) ( n+1 + n—i—l) an b1 antbnt1
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Pour tout j € [1,n], on effectue lopération L; < (an41 — a;)L;:

ai1+b1 a1+bnt1
A o (anJrl - al) Co (anJrl - an) : .
+1 —
T et b (b)) | e s
1 ... 1

Pour tout j € [1,n], on effectue lopération C; <— C; — Cpiq:

bn+1_b1 . bn+1_bn 1
(a1+b1)(a1+bny1) (a14bn)(a1+bnt1)  a1+bpt
A o (an—i-l - al) e (an—i-l - an) : ’ :
n+1 —
a +b)---(a +b bni1—b1 . bni1—bn 1
(@n1+b1) - (anss + bnia) (antb1)(an+bnr1) (@ntbn) (@n+bnt1)  antbois
. 0 1

On développe par rapport a la derniere ligne:

bn+1fb1 - bn+1*bn
(a14b1)(a1+bn1) (a1+bn)(a1+bn+1)
AL = (@n+1 —a1) -~ (any1 — an) . ) )
n+l — : . :
(ot 00 ot o) |
(an+b1)(an+bn+l) (an+bn)(an+bn+1)

Pour tous i,j € [1,n], on effectue les opérations C; <= (bpy1 — b;)C; et L; < (b1 +

1 1

A _ (an+1 - al) T (an+1 - an)(bn+1 - bl) T (bn+1 - bn) al—f_bl al—f—bn
n+l = : .. :
* (an-‘rl + bl) e (an—f—l + bn-i-l)(al + bn-i—l) e (Cln + bn-i—l) 1 1

—An

En appliquant ’hypothese de récurrence, il vient:

[limi(@nsr — ai) (s = b)) X [11cicjcn(ay — ai)(b; — bi)
17 (ansr + 7)) T2 (@ 4 bosr) X (@ngr + bosr) X TTics e (@i + by)

Jj=1

An—i—l =

Une réindéxation (cf. Figure 1) assure alors que:

H1<i<j<n+1(aj —a;)(b; — b;)
ngi,j<n+l(ai + ;)

An+1 =

Ce qui conclut.
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Remarque. Le passage de a lors du calcul du déterminant de Vandermonde se

fait par ré indexation” des termes:

j ‘ 1 2 n n+1
1
2 [ |
: [ | [ ]
n ] [}
n+1 [ | [ | [ |

Figure 1: Illustration de la ré indexation. Les cases marquées d’'un carré noir signifient

que cet indice est compté dans le produit.

Cette méme technique est utilisé lors de la derniere étape de calcul du déterminant de

Cauchy.
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