Agrégation externe de mathématiques

Equation des ondes sur le cercle

Domaines: Equations aux dérivées partielles, Séries de Fourier, Calcul différentiel,
Intégrales a parametre

Théoréme (Equation des ondes sur le cercle)

Soient ¢ € R* et f,g : R — C, respectivement de classe C! et C?, 2r-périodiques.
Alors il existe une unique fonction v € C*(R x R), 2r-périodique en espace vérifiant
I’équation suivante:

Pu(rt) = AL%x,t), (zv,t) e RxR
u(-,0) = f (1)
%(70) =g

Voici le plan de la démonstration, utilisant un raisonnement par analyse-synthese:

1. On fait 'analyse en explicitant la solution a 'aide des séries de Fourier

2. On fait la synthese en montrant les propriétés de régularité de u a l'aide des
théoremes de régularité des séries de fonctions, et surtout en montrant que u ainsi
construite vérifie bien I’équation des ondes.

Démonstration. 1. On fait U'analyse: Soit u € C*(R x R) une solution de .

Soient f et g, respectivement de classe C? et C', 2w-périodiques. Par le théoréme de
Dirichlet, f et g sont somme de leur série de Fourier (avec convergence uniforme de
la série), donc ils existent (ay),cy  (bn) ey € co(Z,C) (suite de limite nulle lorsque
In| = 4+00) telles que, pour tout z € R,

flx) = Zanei”x

neL

glo) = Y be™

ne’l

De méme, pour tout t € R, u(-,t) est de classe C* donc est également somme de sa
série de Fourier, ainst, pour tout (z,t) € R x R¥ ,

u(z,t) = Z cn(t)e™

neL

avec, pour tous n € Z, t € R,
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Montrons que ¢, est solution d’une équation différentielle:

Soit n € Z, et soit g, donnée par:

gn: 0,21 xR — C

(z,t) — e ()

-Vt >0, x+— gu(x,t) est mesurable (car continue)
- Vo €]0,27], gn(z,-) est de classe C* sur R
-V <15 € R, Vr € [0,271'], YVt € [Tl,TQ].'

0%
ot?

0g, 1
<
’ ot? (z, )‘ = o

Lo°(]0,27]) x[T1,T2])

Donc, en vertu du théoréme de régularité des intégrales a paramétre, c, est de
classe C? sur R (régularité grace a la majoration indépendante du paramétre t sur
tout compact). De plus, on a, pour tout t € R:

1 [ 0u
ry = — [ em 2%
' (t) o ) ¢ e (z, t)dz
2 2m 2
() C —in:ra U
s —(x,t)d
21 Jo © a2 (2, )dz
) r=27 2 21
epy ¢, 0u ¢ - —ina OU
— _ an‘_ t R an’_ t d
-0
. 2 27 ) a
_ e e_mx—u (x,t)dz
2r Jo Ox
IPP> CQin[ —inx ( t)]xZQﬂ’ Czin< . )/Qﬂ —inx ( t)d
= — € u\xr — —(—tn (& u\xr X
27]' v’ :17:0/ 27T 0 7

= () alt)

En résolvant cette équation différentielle, on obtient que, pour tout t € R, ¢,(t) =
AneinCt+Bn€_inCt, avec:

cn(0) = A, + B,
1 2 )
= 5 | Ul nde
= an

c.(0) = inc(A, — By)
1 [ ou

- —inr ~ Hd
o J, € g (& D

Donc, pour tout n € Z*:
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A

B,

1 n b,
= —_ an —
2 mnc

N | —

Ap — —
mc

De plus, nous avons co(0) = ag et c{(0) = by = 0, donc co(t) = ag pour tout t € R.

Ainst, pour tout (x,t) € R:

u(z,t) =
nezZ*
2
neEL
+ i l')_nein(m—&—ct) .
2c mn
nez*

2

1 by
- n_in(x—ct)
2c Z ine

= vy f@—ct) 2 / " gtons

2c

—ct

2. On fait la synthese. Montrons que u ainsi construite vérifie bien [’équation des on-

des (1.

(z,t) = z+ct et (z,t) — x—ct sont de classe C* sur Rx R et f, [, g(s)ds € C*(R),
donc, par composition, u € C*(R x R). De plus, on a, pour tout (z,t) € R x R:

/(a4 ct) = f'( —ct)] + 5 lo(a + ct) + gl — cf)]

/(@ + et) + f'(x — )] + o gl + ) — gz — )

= S[fa+e)+f e —a] + 5o (@ +ct) = g'la —ct)]

ou c

a(%t) = 3

ou 1

%(%t) = 3
Ainsi que:

0%u c?

W(%t) 5

0%u

2Bt = 3

S e) 4 £ — et + 5 '+ ct) + g/ — )

D’une part, on remarque que, pour tout x € R:
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D’autre part, on a bien, pour tout (z,t) € R?:

0%u 0%
w(%t) = Cz@(ﬂ%t)

Ce qui montre que u est bien solution de . De plus, la 2m—périodicité des fonc-
tions f et g assure que u est 2m—périodique en espace.

Remarques. 1. Contrairement a l’équation de la chaleur, il n’y a pas d’effets régular-
1sants, et la condition initiale doit étre de la bonne régularité afin que cette méme

régularité se conserve au cours du temps, ce qui est typique des EDP hyperboliques
(linéaires).

2. On peut résoudre ’équation pour des conditions L—périodiques, ou L > 0. Il suffit
pour cela de poser, pour tout v € R:

On a ainsi:

[ 04 02 03 04 05 08 07 08 08 1

Figure 1: Simulation numérique de I’équation ([1)) sur l'intervalle [0, 1] (tige) avec condi-
tions périodiques au bord, ¢ = 1m.s™!, en utilisant un schéma numérique implicite. La
fonction f est une "gaussienne” et ¢ est nulle
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