Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

L’homéomorphisme
exp - Sp(R) — ST (R)
Lecons 156,158

Dans tout ce qui suit, n est un entier supérieur ou égal a 1.

Théoréeme (Un homéomorphisme entre matrices symétriques)

L’application: exp : S,(R) — ST (R) est un homéomorphisme.

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer que exp : S,(R) — S (R) est bien définie.
2. Montrer la surjectivité.

3. Montrer l'injectivité.

4. Montrer I’homéomorphisme.

Démonstration. 1. Soit A € S,(R). Par le théoréme spectral, ils existent P €
On(R), A1, , Ay € R tels que:

PAPT =

Donc e = PT PeSH(R)
(0) e

Donc exp : S,(R) — ST (R) est bien définie.

2. Soit B € SFT(R). Ils existent P € O,(R), Aj,---, A\, > 0 tels que:

A (0)
PBPT = .
(0) An

Posons, pour tout j € [1,n], u; = In(A)).

et (0) At (0)
On a donc: PBP' = = exp
(0) etn (0) A,
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A (0) A (0)
Donc: B = PTexp P=exp| P P
(0) An (0) An
A (0)
et PT P e S, (R) donc B € exp(S,(R)).
(0) An

3. Soient Ay, Ay € S, (R) tels que e = e42. On va montrer que Ay et Ay commutent
afin de pouwvoir utiliser le critere de co-diagonalisabilité et conclure.

R[A,] est de dimension finie (A7 dépend de I,,...,A7"* via x 4, ) donc est fermé dans
M., (R). Ainsi, et € R[A1] comme limite d’une suite de polynémes en A.

Donc Ay et e = e2 commutent. Montrons qu’il existe Q € R[X] tel que Ay =

Q(e??).

A1
On écrit Ay =P

(0)

PT ot P € O,(R) donnant ainsi:

e (0)
A2 p - pT
(0) et

Par interpolation de Lagrange, on construit Q) € R[X] tel que, pour tout j € [1,n],
QM) = A;.

Q(eM) (0)

On obtient ainsi: Ay = P PT

0 QM

Donc Ay = Q(e?) = Q(er). Ainsi, Ay et Q(e™) commutent.

Donc Ay et Ay commutent, donc sont co-diagonalisables, i.e. il existent P € O, (R),

ALy s Ay A, AL € R tels que:
Al (0) Al (0)
A =P Pl et Ay=P , PT
(0) An (0) A
eM (0) M (0)
Donc P ) Pl =t =ef2=p pT
(0) et (0) ern

Maxime BOUCHEREAU 2 Université Rennes 1-ENS Rennes



Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

d’ot, pour tout j € [1,n], \j = X, soit Ay = Ay, ce qui conclut.

4. Pour la topologie, on utilise la norme ||| - ||| : A — +/p(AAT) (toutes les normes
sont équivalentes). exp : S,(R) — SFT(R) est continue, il reste donc a montrer
que exp~! : STT(R) — S,(R) est continue. Soit (By)ren une suite de matri-
ces telle que By € ST (R) et By e B € S (R). Soit alors Ax € S,(R)

telle que, pour tout k € N, By, = e’ (surjectivité de 'application). Montrons que
Ay, T A€ S, (R) ot B = el

—+00

La suite (By)ren converge donc son spectre est borné: Il existe My > 0 tel que, pour
tout k € N, Sp(By) C [0, M;] (les matrices By sont symétriques définies positives).
Par continuité de Uinverse sur S+ (R) C GL,(R), (B ')ren converge vers B~! dans
SHT(R), et la suite est bornée, donc, pour tout k € N, Sp(By) C [My, Mi] C R%,
avec My > My > 0.

Par croissance du logarithme sur R, on a, pour tout k € N, Sp(Ay) C [In(My), In(M,)].
(Ap)ken est bornée dans S, (R). Par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, (Ag)ken
admet une valeur d’adhérence, i.e. il existe une extraction ¢ : N — N telle que

Apr) e A. S, (R) étant fermé, on a A € S,(R) et par continuité de exp, on

obtient:

efetr)  — e
k—+o00

Bcp(k) k:joo B= eA

Donc e = e, soit A = A par injectivité de exp : S,(R) — SFH(R). Donc A est
la seule valeur d’adhérence de (Ag)ren, donc (Ag)ren converge vers A.

Donc exp™! : STHR) — S, (R) est continue, ce qui conclut.

[ |
Remarque. On a les analogies suivantes:
Propriété Version compleze Version matricielle
Homéomorphisme exp : R — R exp : Sp(R) — ST (R)
Surjection continue exp : iR — S! exp : Ap(R) — SO, (R)
omicempontion | B2 x8" = € [ S{@®) X O,®) — GL(®)
np (r,0) +—— ret? (S,Q) —  SQ
polaire
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