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Partie 1 : Modélisation et résultat principal



Modélisation

Soient p € N* et 2 C RP un ouvert lisse, borné. On considére le systéeme d’EDP

suivant:
‘9(,?: =] - 21_1 v +fi( RE)VE — moR® + idivx (ao?fo)
sur 2
Vi € [1, N], 2% = (£, B®) — ma) VE + Ldin (aﬁx v;)
(5e) sur 2

Vie[1,N], 7 VR =7 VVE =0, sur 90
Re(,00)=R°>0
Vi € [1,N], VE(-,0)= V2 >0




Modélisati ot résultat principal

Modélisation du probleme

En changeant V7 en % VE, on peut supposer que \; = 1.
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Modélisation et résultat principal

Un théoréme d’existence et d’un

On introduit le quadrant positif de CO(Q)N+1 par:

Q = {Vecd@:vxeq V(x) =o'

Théoreme ((Existence et unicité de solution - Admis))

Si (R%, VE,---, VR)(-,0) € Q est une condition initiale au systéme (Se), alors il
eziste une unique solution (R%, VE, -+, V&) € C1(]0, +oo[, Q)




Partie 2 : Etude du systeme d’EDP



Etude du systeme d’EDP

Décomposition en systéme slow-fast

@ On pose, pour touse >0, x€ N, t > 0:

WE(X’ t) = (RE(Xz t)7 Vla(xa t):"' ) V]‘\E/(Xﬂt))
@ On définit Uapplication linéaire suivante:

p: Co@NtL RV
(o= dw) = (7 Jafobods, - hy o fv (x)elx)




Décomposition en systéme slow-fast

En notant E = RN+ et F = ker(p), on a:

Nt = Eg@F




Etude du systeme d’EDP

Décomposition en systéme slow-fast

Xe(-,t) =IIg(We(-,t)) (évolution des valeurs moyennes de R®, VF,...,V§ sur
Q, se déroulant sur de grandes échelles de temps - slow)

Ye(,t) =IIp(We(-,t)) (phénomenes de déroulant sur de courtes échelles de
temps -fast)

K = diag (divx(a()?x-), divx(alex-), e ,divx(aNex-)»

I —moRe — N | VEfi(x, RE)
(fi(x, R®) —m1) VY
F(x, W) = .
(fn(x, R%) —mp) Vi
Fo(Xe, Ye) = HpF(x, We)
Gi(x, X5, Y¢) = HpF(x, We)



Etude du systeme d’EDP

Décomposition en systéme slow-fast

(8N :q 7. Vxe=7- Vv

Objectif: Etude du comportement des solutions lorsque £ — 0.



Etude du systeme d’EDP

Théoréeme de la variété centrale

Théoreme (Théoréme de la variété centrale - Admis)

Ils existent eg > 0 et une fonction h € C*(E x [0,e0], F) tels que:

b lpoemry =, ©OE)

et, pour tout £ €]0,e9], le systéme (Sssf) peut-étre approché par ce systeme:

axlele _ gz (xloole, p(x10le, )
yleole = p(XIoole ¢)

(Sl 0 = Txlole — 7. D yloole — 0 sur 90
xleole (. 0) = Tz (WE(-,0))
yloole(. 0) = Ip(We(-,0))




Etude du systeme ’EDP

Théoréeme de la variété centrale

Théoreme (suite)

avec convergence exponentiellement rapide vers la variété centrale, c’est-a-dire
que pour toute condition initiale, ils existent u, C' > 0 tels que, pour tout t > 0:

Y ) = h(X°(,8)0)llp < Cee

ot [[(uo, -, unw)|lp = l[uoll oo (@) + -+ + llunl oo ()

Remarque

| N

S’adapte au cas ot C° (ﬁ)N""l, E et F sont remplacés par des espaces de Banach
quelconques, respectivement B, Eg et Fo, avec B = Eog & Fy.




Etude du systeme d’EDP

Théoréeme de la variété centrale

B=R2? Ey=Fy=R.
{9:’ = 3 + Yy
y = —1y

En notant z(0) = zo et y(0) = yo, on a, Vt > 0:

{ ZEE; } _ [ etz + 1%(;;() e*%>yo ];)){ etoxo }

On a h =0 et la variété centrale est Vect {(1,0)}.




Etude du systeme d’EDP

Théoréeme de la variété centrale

. H
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Figure: Simulations numériques de ’exemple précédent pour de petites valeurs de ¢.



Etude du systeme d’EDP

Théoréeme de la variété centrale

Etude de cette EDO:

[oo]se
(58): 5 = Fo(x(o9he, m(x (e, o))

Lorsque € — 0, premiére approximation (systéme agrégé) :

dx|o]

SE) = Fo(x9 0
(S6) 6 Fo(X™,0)

Comprendre les solutions de (S§) permet de comprendre les solutions de (Se):

(S§)  Tremre (s5g) e (sl TR (gif) 6

. . e iz
approximation variété centrale



Etude du systeme d’EDP

Théoréeme de la variété centrale

Variation moyenne des ressources et de chaque population:

(S€) e =7 —mor — N, fi(r)u

= (Fi(r) — m)ui i €[1,N]

~ 1 ~ 1
I:—/dex,mg:—/moxdx
|Q|Q() 122 Jo )

; oo L (dx. £ = —— [ f(x rdx
Vi e [1,N], m; = o] /ﬂml( )dx, fi(r) il /Qf,( ,r)d



Etude du systeme ’EDP
Etude des solutions stationnaires
= % et, comme, pour tout i € [1, N], fi est croissante, on pose:
my

~—1 ~
, Y si L , .
_ ) fi (m) si TJTwﬁ(r) > my

—7)>0.

On définit g 2
r
400 sinon
On pose également:
o pa = (T6707"' 70)
Q@ Sirg >rr, pfi=(rF,0,--,0,ur,0,---,0), ov u} := :’%O(ré‘
m




Etude du systeme ’EDP

Etude des solutions stationnaires

Proposition (Stabilité des solutions stationnaires de (S))

Si, pour tout i € [1, N], 7§ < ¥, alors le systéme (S§) admet pour unique
solution stationnaire positive le (N + 1)—uplet p§, qui est asymptotiquement
stable.

Soit i € [1, N]. On suppose que v} < 1§ et, pour tout j € [0, N]\ {},

rF < r;. Alors le systéme (S§) admet pour unique solution stationnaire
positive le (N + 1)—uplet p}, qui est asymptotiquement stable.

Si, pour tout i # j, v} # r;, et v < 1§ pour tout i € [1, N], alors le systéme
(8§) a exactement N + 1 solutions stationnaires positives qui sont les pY,
pour ¢ € [0, N]. De plus, exactement l'une d’entre elles est stable, c’est pfo,
ot ri¢ = min(rg, -+, Ty).




Etude du systeme d’EDP

Etude des solutions stationnaires

Théoréme (Stabilité des solutions stationnaires de (Se))

Ils existent C,eq > 0 tels que, pour tout € €]0,ep[:

@ Si, pour tout i € [1, N], r§ < r’, alors le systéme (Se) admet pour unique
solution stationnaire positive le (N + 1)—uplet W (x) = (R§(x),0,---,0), qui
est stable et vérifie:

[1BS — rgllpee(y < Ce

@ Soit i € [1,N]. On suppose que ) < 1§ et, pour tout j € [0, N]\ {},
7 <rj. Alors le systéme (S:) admet (au moins) une solution stationnaire
positive W£F(x) = (R (x),0,---,0, U (x),0,---,0) qui est stable et vérifie:

[

1R — rfllpoo () + 1UF — ufllpee(qy < Ce

@ Si, pour tout i # j, v} # 7";, et v} < 1§ pour tout i € [1, N], alors le systéme
(Sc) a exactement N + 1 solutions stationnaires positives qui sont les W7,
pour i € [0, N]. De plus, exactement l'une d’entre elles est stable, c’est WZ%,
ou ry =min(rg, -, ry).




Etude du systeme ’EDP

Principe d’exclusion compétitif

Principe d’Exclusion Compétitif (CEP): Une ou plusieurs espéces s’éteignent a la
suite de leur compétition avec d’autres espéces pour une unique ressource.

Hypotheses:

@ Pour tout : € [1, N], on a m; = mp >0

@ Pour tout ¢ € [1, N], fi(r) = kcir ol ¢; et k; sont des constantes positives.
(2



Etude du systéme d’EDP

Principe d’exclusion compétitif

Proposition (CEP pour le systeme (S§) - Admis)

Supposons les hypothéses précédentes vérifiées. Soit (r(t), u1(t), - ,un(t)) une
solution de (S§) dont les conditions initiales sont positives. On définit ’ensemble:

J={0}u{jelL,N]:w(0)>0r <rg}
et le nombre # = min(r}). On a:
JjeJ
Q lim r(t) = 7 et, pour tout i ¢ J, lim ul(t) =0
@ i, pour j1 € J\{0}, on a r;; < rjx pour tout j € J\{j}, alors:

lim wj (1) = u}; et Vj € J\{0,j1}, tiigloouj(t) =0

t——4oo




Etude du systeme ’EDP

Principe d’exclusion compétitif

Hypothéses supplémentaires:

@ Pour tous i € [1, N],x € , on a m;(x) = mg(x) > 0

@ Pour tout ¢ € [1,N], fi(x,R) = Ckf(j_(}f, ol k; est une constante positive. On a

alors fi(r) = 795 avec:
.

i),
c = — Ci(x)dx
o] Jo @



Etude du systéme d’EDP

Principe d’exclusion compétitif

Théoreme (CEP pour le s

Supposons les hypothéses précédentes vérifiées. Pour tout i € [0, N|, notons
WE(x) la solution stationnaire de (Se) introduite au théoréme précédent. Alors il
existe 0 > 0 tel que, pour tout € €]0,e0[, et pour toute condition initiale

We(-,0) € Q, on a ls propriétés suivantes:

@ Soiti€[1,N]. Sirf>r, alors:

g e(. =
Jim NUE G )l @) =0

@ Supposons que pour tout i € [1, N], r§ < rf. Alors toute solution W*(x,t)
de (Se) vérifie:

li We(,t) — W§llreo =0
(m [IWe(, 1) = Woll
@ Supposons que pour tout i # 1, ri* < 1. Alors toute solution We(x,t) de

(Se) avec condition initiale positive vérifiant US(x,0) > 0 pour un certain
x € Q vérifie:

lim [|[We(-, 1) = Wi|lpeo =0

t——4oo




Partie 3 : Simulations numériques



Simulations numériques

Choix des pa s

@ Simulation du systéme (S:) sur le cercle S (conditions périodiques au bord)
@ N = 3 espéces
Q@ =103
@ [ est constante égale a 1.
@ mp =--- = my est une fonction constante égale & 1.
@ 0ap =--- = ay est une fonction constante égale & 1.
® . cr
Vi € [1, N],Vr >0, fi(r)= , ¢i > my, k; > 0 constantes
ki +r
g =1letVie[L,N], rf=—miki _ ki
c; — my c; — 1
Vx € [0,1], RE(x,0) = e~206=0:5) 1 pe(x 0) = e~ 100(x~0.25)*
U% (x,0) = e—100(x—0.5)2 ;. UE(x,0) = e—100(x—0.75)?

@ Durée de simulation: T = 10



Simulations numériques

Schéma numérique

@ hy: Pas de subdivision en espace
@ hy: Pas de subdivision en temps
@ R Approximation de RE(jhg, nhi)
Q (Ui)]": Approximation de V£ (jhy, nht)
R — R N RUEN — 2R 4 ROFL
J J n n n j+1 7 j—1
g J _J_ R (U™ — moR"
ht ;f’b( ])( ’L)] mo 9] + Eh%
Vi € [1, NJ,
(U} = (U)? (U =207+ + (U]
— 1" (fi(R}") — mq) (U3)] + —— oh? ‘



Simulations numériques

Schéma numérique

Le schéma numérique est consistant d’ordre de consistance 2 en espace et 1 en
temps.




Simulations numériqu

Schéma numérique

Figure: Simulation du systéme (Se), en particulier de R®, pour € = 100 (en haut) er
e =10"2 (en bas).



Simulations numériques

Illustration du CEP

Evoluton des parami
o7
o
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Figure: Simulation du systéme (S5§).



Simulations nun
Illus sion du CEP

Figure: Simulation du systéme (S;).



Simulations numériques

Illustration du CEP

Evolution des paraméties
12

[

Figure: Simulation du systéme (S5§).



Simulatio

Illu

Figure: Simulation du systéme (S;).




