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Densité des polynomes orthogonaux

Lecons 209,213,234,239,250

Définition (Un espace de fonctions L? avec une fonction poids)

Soient I C R un intervalle et p : I — R mesurable. On définit I'espace L*(I, p)
par:

L*(I,p) = {f : I — R, mesurable /I|f(m)|2p(x)dx < —|—oo}

p est alors appelée fonction poids.

Théoréme (Densité des polynémes orthogonaux)

On munit Pespace L*(I, p) du produit scalaire suivant:

(flahs = / F(@)g(@)p(x)dz

On a alors les résultats suivants:

1. Il existe une unique famille (P,),en de polynémes unitaires deux a deux orthog-
onaux tels que deg(P,) = n pour tout n € N.

2. Si il existe a > 0 tel que:

/eamp(x)dx < 400 (1)

1

alors la famille {P,,,n € N} forme une base hilbertienne de L*(1, p), i.e. on a:

L*(I,p) = Vect{P,,necN}

Voici le plan de la démonstration:

1. Se ramener au cas P, = X" pour tout n € N

2. En se ramenant au cas précédent, montrer que:

VneN, (flz"),=0 = f=0 (2)

en passant par une transformée de Fourier et en montrant I’holomorphie de celle-ci
via le théoreme d’holomorphie sous le signe intérgal. On aura alors Vect {P,,n € N }L =
{0} i.e. la propriété demandée.
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Démonstration. 1. On peut se ramener au cas P, = X" en orthogonalisant ensuite
via Ualgorithme de Gram-Schmidt, puisque {P,,n € N} est échelonnée en degré, on
a bien:

Vect{X",ne N} = Vect{P,,ne N}

2. Montrons 'implication .

Soit f € L*(1,p). Posons ¢ = 1;fp. ¢ € L'(I). En effet, on a:

[retne = [ i@t

< )Q/I(dx—i— /|f ) [2p(x)dz < 400

[t[< %(1+t2
La premiére intégrale est convergente par l’hypothése[l] du théoréme, et la seconde est

aussi convergente par lhypothése f € L*(I,p). On peut donc définir la transformée
de Fourier de p:

/I F(@)p(z)e ™ da

On pose B, = {z € C:Im(z) < 3a}, oi o est défini dans Uhypothése du

théoreme. B, est un ouwvert de C. On définit la fonction F' par:

Vze€ B, , / flx e dx

Montrons que F' est holomorphe sur B,:

- Soient z € B, et x € I:

|ei”f(x)p(x)} = "7 f()]p(x)
< e3FI () ola) g

Donc x — e* f(x)p(z) est intégrable pour tout z € B,

- Pour presque tout © € I, z — €”** f(x)p(z) est holomorphe sur B,
- On a:

[ < (] ea'rp<x>dx)%( / !f(:v)!2p(fc)d:v>;<+oo
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Par linégalité , on a une majoration indépendante du parameétre z donc en vertu
du théoréeme d’holomorphie sous le signe intégral, F' est holomorphe sur B, et, pour

tous z € B,, n € N:

Donc on a Vn € N,

F®(@0) = i /I 2 () pl)da

= "(flz"),
= 0 (hypothése)

F' étant holomorphe sur B, on a: F identiquement nulle sur B,. FEn particulier,

on a:

Vn e R, F(n) =4(n) =0

En appliquant la transformation de Fourier inverse, il vient ¢ = 0, soit f = 0

puisque p > 0 sur I, ce qui montre le résultat.
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