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Partie 1: Ensembles
semi-algébriques

1 - Définitions et exemples

Définition. Un sous-ensemble semi-algébrique de R" est l’ensemble des
(z1,...,2y) € R™ satisfaisant une combinaison booléenne d’équations et d’inégalités
polynomiales a coefficients réels.

En d’autres termes, les sous-ensembles semi-algébriques de R™ forment la plus
petite classe SA, de sous-ensembles de R™ telle que :

1. Si P € R[Xy,...,Xy], alors {x € R/P(z) = 0} € SA, et {z €
R™/P(z) > 0} € SA,.

2. SiAeSA, et Be SA,, alors AUB, AN B et R"\ A sont dans SA,,.

Remarque. Le fait qu’un sous-ensemble de R™ soit semi-algébrique ne dépend
pas du choix des coordonnées affines.

On peut caractériser les sous-ensembles semi-algébriques de R™ de maniere
plus précise:

Proposition. Tout sous-ensemble semi-algébrique de R™ est une union finie
de sous-ensembles algébriques de la forme {x € R™ / P(z) =0 et Q1(z) > 0
et ... et Qi(z) >0}, ouleNet PQy,...,Q; € R[Xy,...X,].

Voyons maintenant quelques exemples fondamentaux d’ensembles semi-
algébriques :

Exemples. - Un sous-ensemble algébrique de R™ est en particulier un sous-
ensemble semi-algébrique.

- Les sous-ensembles semi-algébriques de R sont des unions finies de points
et d’intervalles ouverts.



- Si A CR™ et B CR"™ sont semi-algébriques, alors A x B est un sous-
ensemble semi-algébrique de R™ x R™ = R™*",

-8 F : R™ — R"™ est une application polynomiale (c’est-a-dire que F =
(F1,..., F,) avec F; € R[Xq,...,X,]) et si A est un sous-ensemble semi-

algébrique de R™, alors F~1(A) est un sous-ensemble semi-algébrique de
R™.

- L’ensemble
A={(z,y) eR? : 22 <y* +1}U{(z,y) € R? : 52 + 22y — 1 > 0}

est semi-algébrique.

Sur cette illustration, Uensemble {(x,y) € R? : 2z < y> + 1} apparait
en rouge, et lensemble {(z,y) € R?> : 522 4 22y —1 > 0} en jaune
(Vintersection des deux apparait en orange):
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- D’autres ensembles plus “classiques” comme le disque ou le tore sont des
ensembles semi-algébriques (le tore est méme algébrique);

b

D= {(x,y) eR:x2+y2 < 1}

=X+’ - 1<0}u{X*+Y*—1=0}

ah :
Kj Be s,

T={X*+Y*+Z°+R*—1%)* —4R*(X* +Y?) = 0}

T T € ScA, (est également algébrique)

Définition. Soient A € R™ et B € R" des ensembles semi-algébriques. Une
application semi-algébrique de A vers B est une application f : A — B
telle que son graphe

Iyp={(x,y) e AxB /y=f(z)}
est un sous-ensemble semi-algébrique de R™ x R™.

Exemples. On peut vérifier directement que les applications suivantes sont
bien semi-algébriques:

- Une application polynomiale est semi-algébrique.

- Les applications rationnelles réguliéres (fractions de polynémes dont les dénom-
inateurs ne s’annulent pas) sont semi-algébriques.

- Si f: A— R est une fonction semi-algébrique positive, alors \/f est semi-
algébrique. De méme, pour toute fonction f: A — R™ semi-algébrique, |f|
est ausst semi-algébrique.



Proposition. On a les propriétés suivantes:

- L’image directe et I'image réciproque d’ensembles semi-algébriques par une
application semi-algébrique sont semi-algébriques.

- La composition de deux applications semi-algébriques est semi-algébrique.

- Soit A € R™ un ensemble semi-algébrique. L’ensemble des fonctions semi-
algébriques deA dans R a une structure d’anneau.

Ces propriétés découlent du théoreme de Tarski-Seidenberg, dont nous al-
lons voir maintenant la seconde et la troisieme version.

2 - Théoreme de Tarski-Seidenberg

Théoreme. Tarski-Seidenberg - premiére version Soient A un sous-
ensemble semi-algébrique de R*1 et m: R"T1 — R™ la projection sur les n

premiéres coordonnées. Alors w(A) est un sous-ensemble semi-algébrique de
R™,

On a les corollaires suivants :

Corollaire. - Si A est un sous-ensemble semi-algébrique de R"T*, son image
par la projection sur les n premieres coordonnées est un sous-ensemble semi-
algébrique de R™.

- Si A est un sous ensemble semi-algébrique de R™ et F' : R™ — R” est
une application polynomiale, alors l'image directe F(A) de A par F est un

sous-ensemble semi-algébrique de R™.

Preuve. 1. est facilement obtenu par récurrence sur k.
Pour 2. on remarque que

{(z,y) eR™" xR™ Jx € A ety=F(z)}

est un sous-ensemble semi-algébrique de R™ x R™ dont la projection sur R"
est F(A).

g

Corollaire. Si A est un sous-ensemble semi-algébrique de R™, son adhérence
A dans R™ est aussi semi-algébrique.



Preuve. L’adhérence de A est :
A={zeR" /VeeRe>0=FyecR", ycAet|z—y|*<e?}

et on peut l’écrire de la maniere suivante :

A=R"\ (m({(z,e) e R" xR, ¢ > 0} \ m2(B)))

ou

n
B = {(x,a,y) ER"XRXR" /yeAet Z(wi—yi)2<€2},
i=1

mi(z,e) = x et my(w,e,y) = (v,e). Comme B est semi-algébrique, alors A
lest aussi.

O

L’exemple précédent montre qu’il n’est pas toujours simple d’utiliser les
projections pour montrer qu'un ensemble est semi-algébrique. On a plus
I’habitude de manipuler des formules, ce que nous permet la troisieme ver-
sion du théoreme de Tarski-Seidenberg.

Pour introduire ce théoreme, on doit d’abord définir la notion de formule
du premier ordre :

Définition. Une formule du premier ordre (du langage des corps ordonnés
a parametres dans R) est une formule obéissant aux régles suivantes:

- 1. Si P eR[Xy,...,X,], alors P =0 et P > 0 sont des formules du premier
ordre.

- 2. 5t ¢ et ¥ sont des formules du premier ordre, alors "® et ¥, "® ou U”
et "non ®” (souvent notées " ANU”, "BV U et =® respectivement) sont des
formules du premier ordre.

- 3. 51 ® est une formule et X une variable sur R, alors 3X® et VX & sont
des formules du premier ordre.

Les formules obtenues en n'utilisant que les régles 1 et 2 sont appelées
formules sans quantificateurs.



Exemple. Considérons un polynéme du second degré P = AX? + BX + C.
Alors la formule du premier ordre 3X : P(X) = 0 est équivalente a une for-
mule sans quantificateur:

En effet, il suffit d’observer que:

3X:P(X)=0&3X:AX?4+BX +C=0% B?—4AC >0

Remarque. Dans les formules du premier ordre avec quantificateurs, les
variables dotvent parcourir R. On peut également montrer que cela fonc-
tionne toujours avec des variables parcourant R™, ou un sous-ensemble semi-
algébrique de R™. En revanche,

{(z,y) €eR*; In e N:y=nx}
n’est pas semi-algébrique. Nous montrerons plus tard pourquos.

Par définition, un sous ensemble A C R"™ est semi-algébrique si et seule-
ment si il existe une formule sans quantificateur ®(Xy,...,X,,) telle que :
(T1y...,zp) €A S B(1,...,20).

On a donc le théoréme suivant:

Théoréme. Tarski-Seidenberg - deuxiéme version
Si®(X1,...,X,) est une formule du premier ordre, l’ensemble des (x1, ..., xy)
qui satisfont ®(x1,...,x,) est semi-algébrique.

Preuve. On prouve ce théoréme par récurrence sur la construction des for-
mules :

La premieére régle donne des ensembles semi-algébriques.
La deuziéme régle donne des ensembles semi-algébriques a partir d’ensembles
semi-algébriques.
Pour la troisiéme régle, si {(x1,...,2n11) € R™L ; ®(21,...,2001)} est semi-
algébrique, alors sa projection sur les n premiéres coordonnées, c’est-a-dire
{(z1,...,2xn) €R™ ; Jzpi1 tq P(x1,...,2p11)}, est aussi semi-algébrique d’apres
la premiére version du théoréeme de Tarski-Seidenberg.
Pour le cas de ¥ X7, il suffit d’observer que cette formule est équivalente a
=X P,

0

Montrons de nouveau le corollaire portant sur I’adhérence d’un ensemble
semi-algébrique, cette fois-ci en utilisant la deuxieéme version du théoreme de
Tarski-Seidenberg;:



Preuve. Il suffit de montrer que les points de A réalisent une formule du
premier ordre, ce qui est quasiment direct. Le plus long est de l’écrire :

A={zeR" /VeeR,e>0etIyecR", ycAetl|z—y|?<e?}

On a,
||.T—yH2 < 52 <:>€2 - H‘T—y”2 > 0<:>P(a:l?"'axnvyla“'vynvg) >0
avec
n
P(Xy,..., Xo Y1, Y, 2) =27 =Y (X; - Y3)?
i=1
un polynéome et x = (x1,...,2n),y = (Y1,.-.,yn). Donc d’aprés la reégle

numeéro 1, c’est bien une formule du premier ordre.
Comme A est semi-algébrique, y € A peut se réécrire sous la forme y® ou P
est une formule du premier ordre. Donc

yeAet|z—yl?<e?oyd etz —y|? <&

est une formule du premier ordre d’apreés la régle numéro 2.
Donc d’apres la régle numéro 3,

JyeR", ycAet|z—y|?<e?

est aussi une formule du premier ordre. FEnfin, ¢ > 0 est clairement une
formule du premier ordre, donc

e>0etIyeR, ycAet|r—y||><e?
est ausst du premier ordre d’apres la régle 2, et donc
VeeR", e>0etIyecR”, ycAet|z—y|? <e?

est finalement bien une formule du premier ordre.
Donc d’apres le théoréeme de Tarski-Seidenberg, A est bien semi-algébrique.

O

Au final, cette version de la preuve est plus longue & écrire que la précédente
mais est plus simple & visualiser et a comprendre.






Partie 2: Décomposition d’un
ensemble semi-algébrique

1 - Décomposition algébrique cylindrique

Définition. Une décomposition algébrique cylindrique, notée CAD (de
langlais Cylindrical Algebraic Decomposition) de R™ est une suite Cy,--- ,Cy
ot k € [1;n] et Cy est une partition finie de RF en ensembles semi-algébriques
(appelés cellules), satisfaisant ces propriétés:

- Chaque cellule C € Cy est soit un point, soit un intervalle ouvert.

-Vk € [1;n — 1],VC € Cy, il existe un nombre fini de fonctions continues
semi-algébriques o1, -+ €0y : C — R et le cylindre C x R C RF+1 est
Punion disjointe de cellules de Cxy1 qui sont:

e Soit le graphe de l'une des fonctions {cj (pour j € [1;1c]):

Acy ={(7',zp41) € C X R: 2y = o3(2)}

e Soit une bande du cylindre minorée et majorée respectivement par le
graphe de £c j et £c j1, pour j € [1;1c], avec les conventions {cg = —o0
et SC,lc-l—l = +o00:

Bej = {(2',2111) € C xR : &ej(a') < apqn < o (2)}

Proposition. Chaque cellule d’'une CAD est semi-algébriquement homéomor-
phe & un hypercube ouvert |0, 1[d, avec, par convention, ]0, 1[0 réduit & un
point.

Exemple. Voici un exemple de CAD dans R%. Un exemple de cellule est
donné (en rouge sur le dessin). On wvoil bien les cellules homéomorphes a

11
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10,1[%,]0, 1] ou |0, 1[2:

c T v

€1

Le principe reste identique en dimension supérieure.
Définition. Une Décomposition Algébrique Cylindrique adaptée a une
famille finie de polynémes Py,..., P, € R[X1,...,X,] (avec r € N*) est

une CAD telle que pour chaque cellule C € C,,, chaque polynéme P; a un signe
constant (> 0,< 0 ou =0) sur C.

On admettra le théoreme suivant:
Théoréme. Pour toute famille Py, ..., P, € R[Xy,...,X,], il existe une CAD
adaptée de R

Exemple. Dans R?, considérons cette CAD (on rappelle ici que D =D (0, 1)
(c’est le disque unité ouvert):

C1 = {] —oo; —1[; {—1};{1};]1; 400} U] — ;1]
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C={{X<-1}{X=-1}{X=1}{X>1}}JUALUA_UB, UB_UD

avec:

Ay = ({Y > 0} {IX| < 1})\D
A= ({Y <0}n{IX| < 1})\D
B, =0DN{Y >0}

B_=dDN{Y <0}

By est le graphe de la fonction X — £v/1 — X2, ces deux fonction étant
semi-algébriques, comme racine de la fonction polynomiale X — 1 — X2

Alors, cette CAD de R? est adaptée a la famille de polynémes {X2 —1,X?+Y? - 1}.
En effet, le polynome X2 —1 est strictement positif sur {X < —1}, {X > 1} et
nul sur {X = —1}, {X = 1}. De plus, le polynéme X*>+Y?2—1 est strictement
négatif sur D, strictement positif sur Ay, A_ et nul sur B_, By.

2 - Décomposition en hypercubes ouverts par
homéomorphisme

Proposition. Soit S € SA,,. Alors il est possible de décomposer S de cette
maniere:

avec:

- Chaque C; est semi-algébriquement homéomorphe a un hypercube ouvert
10,1[% avec d; € N

- Vi € [L;p];
—S
C;” =C; U |_| Cj
jerE
ou la réunion de C; avec les Cj est disjointe, et avec E C [1;p] voire E = ) et

pour tout j € K C; est semi-algébriquement homéomorphe a un hypercube
ouvert ]0,1[% avec d; < d;
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Exemples. Voici deuz exemples de décomposition d’ensembles semi-algébriques
en hypercubes ouverts (par homéomorphisme):

7
S=C = U C;
62 65 i=1
Cq Cy =101[2  C3,C3C, =101
Cs
Cs, Cs, C7 = 10,1[° (point)
Co
Ce second exemple est un cas d’ensemble non connexe:
Cs
@62 10 3 10
.. 5=Uei, €1=U(3£. 64=Uei
610 65 i=1 i=1 i=4
e C1,Cy =012 €3,C5,C, C7 = ]0,1]
6

64_ 63, 68' 69, 610 = ]0,1 [0 (l)Oint)

3 - Composantes connexes d’un ensemble
semi-algébrique

La CAD montre que tout ensemble semi-algébrique S C R™ est 'union dis-
jointe de sous-ensembles semi-algébriques C1,...,C), tels que chaque cellule
C; est semi-algébriquement homéomorphe & un hypercube ouvert |0, 1[% (et
on rappelle que ]0, 1[Y est un point).

Chaque cellule C; est évidemment connexe.

On a donc le théoréme suivant:

Théoreme. Tout ensemble semi-algébrique est localement connexe et a un
nombre fini de composantes connexes semi-algébriques.

Preuve. On utilise la notation introduite ci-dessus, et on définit la relation
suivante : deuz cellules C; et C; sont dites adjacentes si C; N Cj # 0.
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On considére maintenant la relation d’équivalence ~ engendrée par la re-
lation "étre adjacentes” : C; ~ C; sl existe une suite C; = Cy, Cyy, ..., Ci, =
Cj telle que chaque Cy; est adjacente a C;,,, ou Cy, ., est adjacente a Cy;. On
obtient ainsi une partition de S en un nombre fini de sous-ensembles semi-
algébriques S1,...,S,, ou chaque S; est une classe d’équivalence des cellules

C; pour la relation ~.

On remarque que si C; N'S; # 0, alors C; est adjacente a une cellule
Cr C 8}, et donc C; C Sj. Donc chaque S; est fermé dans S. Et de plus
chaque S; est aussi ouvert dans S.

Montrons maintenant que les S; sont connezxes : si S; = F1 U Fy, ou Fy et Iy
sont des sous-ensembles fermés de S;, on a :

- chaque Cj C S; est inclus soit dans Fy, soit dans F (car C; est conneze).

- 51 Cj et Cy, sont inclus dans S; et C; est adjacent a Cy, alors C; et C}, sont
tous les deux inclus soit dans Fy, soit dans F5.

On déduit donc de la définition de S; que S; = Fy ou S; = Fy. La deuxiéeme
partie du théoréme est donc démontrée.

Montrons la premiére partie. L’ensemble semi-algébrique S C R™ est lo-
calement connexe si toute boule ouverte B centrée en x contient un voisinage
connexe de x inclus dans S. Puisque 'ensemble BN S est semi-algébrique, il
a un nombre fini de composantes connexes. La composante connexe de BN S
contenant x est donc un voisinage connexe de x dans S.

Remarque. Revenons sur levemple de {(z,y) € R 3n € N:y = nx}. On
suppose cet ensemble semi-algébrique. Alors, son intersection avec la droite
d’équation x = 1 (qui est semi-algébrique) est un ensemble semi-algébrique.
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Or on constate que cette intersection a un nombre infini de composantes
connezes, donc {(r,y) € R%*3n € N : y = nx} ne peut pas étre semi-
algébrique.



Partie 3: Triangulation

1 - Simplexes: Définitions et complexes simpliciaux

Définition. Soient ag,...,aq € R™ d + 1 points indépendants de maniére
affine. Le d-simplexe de sommets ay,...,aq est 'ensemble:

d d
a:[ao,...,ad]:{xGR”:EI)\O,...,)\dG[O,l]:Z)\izl etmzZ)\iai}
i=0 i=0

Le stmplexe ouvert correspondant est:

d d
g:(ao,...,ad): {xGR”:EI)\Q,...,)\dE}O,l[:ZAizl etmzZ)\iai}
=0 =0

Qg
ay
aj Qg
()] (15]
]
g a3
a9
(15}
0 — Simplexe 1 — Simplexe 2 — Simplexe 3 — Simplexe

17
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Définition. Un complexe simplicial fini de R" est une collection K =
{o1,...,0p} de simplezes o; C R™ telle que pour tout o;,0; € K tel que
oiNo; #0, o;Noj est une face commune de o; et ;.

Un complexe simplicial Pas un complexe simplicial

Proposition. Propriétés des complexes simpliciaux

- Un complexe simplicial est un ensemble semi-algébrique.

- Tout complexe simplicial peut étre écrit comme un complexe simplicial de
simplexes ouverts (autrement dit, en une union disjointe de simplexes ou-
verts), avec la convention qu'un point est un simplexe ouvert de dimension

0.

2 - Triangulation d’ensembles semi-algébriques
compacts

Théoréme (Triangulation d’ensembles semi-algébriques compacts).
Soit S € SA,, un ensemble semi-algébrique compact. Il existe un complexe
simplicial K et un homéomorphisme semi-algébrique h : |K| — S, ot |K|
est la réalisation topologique de K.

Ce schéma donne une idée du principe de la triangulation :



Etude d’une cellule

N/

s
——
homeéomorphisme

Triangulation
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Exemples.

e
——

—
I ——
e
—

i L
— -~

La triangulation das « cubas » ast
7 rzaliséz dz la méme fagon

C
D
<
=

T2 = glxgl~
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3 - Le lemme de sélection des courbes

Théoréme (Lemme de sélection des courbes). Soient S € SA, et x €
S\S. Il existe une application continue semi-algébrique «y : [0,1] — R™ telle
que v(0) =z et v(]0,1]) C S.

Preuve. Nous allons donner une idée de la preuve.

Quitte a considérer SNB (z,1), on peut supposer S borné et S est un en-
semble semi-algébrique compact. On peut utiliser le théoréme de triangulation
des ensembles semi-algébriques compacts.

S est homéomorphe a un complexe simplicial (ou plutét a sa réalisation
topologique, i.e. la réunion des simplexes du compleze). On note h : |K| — S
I’homéomorphisme semi-algébrique correspondant. On peut donc trouver un
simplere o de K dont a est un sommet et tel que x = h(a) (car x € S\S),

avec h(5) C 8.

On considére maintenant Uapplication:

0: [0,1] — o
t  — te+(1-t)a

ot ¢ est le barycentre du simplexe o. On a donc §(]0,1]) C o. Ainsi,
Uapplication v = h o & vérifie les propriétées du théoréme.

Cette figure dans le cas n = 2 illustre la stratégie expliquée dans la preuve:
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