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Régression linéaire
Lecons 161,162,219

Théoréeme (Régression linéaire)

Soit m € N* (en pratique m >> 1). Si (U,V) € R™ x R™ sont deux séries de données
connues, alors on peut trouver explicitement (x¢, z1) € R? minimisant la quantité:

1
o | +$1U—V
1

sous réserve que o(U) > 0 (écart-type de U).

Remarque. || - || désigne la norme euclidienne sur R™. De plus, on a:

oU)=0 < UeVect

—_— =

Voici le plan de la démonstration:

1. Etablir I’équation normale et donner une condition suffisant d’unicité de la solution
dans une proposition

2. Résoudre le systeme linéaire obtenu

Avant de se lancer dans la démonstration, introduisons quelques notations:

Définition (Moyenne et produit terme a terme)

1. On définit la moyenne de U € R™ par:

— 1 &

2. On définit le produit composante par composante de U,V € R™, noté U-V € R™
en posant: Vi € [1,m], (U -V), = uv;.

Remarque. On a ainsi o(U) =\/U -U - U

Proposition (Distance euclidienne et équation normale)

1. Soit E un espace euclidien (réel) et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit
pr la projection orthogonale sur F'. Soit x € E. On a alors:

d(z, F) = Infllz = fl| = |z — pr()]|
fer

ps(z) est I'unique point de F' réalisant ce minimum (il est bien atteint !)

2. Si E=R™ V eR™ Ae M,,(R). Si X € R" vérifie:
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IAX — V|| = Min||AZ — V||
Z€eR™

alors X vérifie I’équation normale: ATAX = ATV. De plus, X est unique si et
seulement si rg(A) =n

Démonstration. 1. Soientx € E et f € F. On a:

r—f = z—pr(x) +prr)—f

€ker(pp)=F+  €lm(pp)=F

donc, par le théoréme de Pythagore, on a:

lz = fll = Vlz—pr@)?+ lpr) - fI?

Ainsi, on a: ||z — f|| = ||z — pr(x)]|, et si f € F\{pr(z)}, alors on a ||z — f| >
|z — pr(z)||. Donc Inf||x — f|| est atteint uniquement en f = pr(z) et vaut donc
fer

Iz = pr ()]

Figure 1: Illustration de la notion de distance euclidienne
2. Ici, on se place dans le cas F'= Im(A). Soit X € R™ vérifiant:

IAX — V| = Min|AZ — V|
ZeR™

Alors X vérifie ||AX — V| = ]}\{[Z}?;LHY — V. Donc AX est unique. Sirg(A) =n,
€

alors X — AX est injective et X est unique. Comme on a AX —V € F* on a:

VIV eR" (AX —V|AW) =0 < VW e R",(ATAX — ATV|W) =0

Donc ATAX = ATV, ce qui est notre équation normale, ot ATA € M, (R)
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Passons a la démonstration du théoreme a proprement parler:

Démonstration. Dans notre cas, on a:

1 (75} U1
A= | ’ X = [ o :| ) V= :
T
1 Um, Um
On a donc n = 2, de plus, on a:
(51 1
rg(A) =2 < : | ¢ Vect | (1)
1
Up,

Donc, pour trouver le X Toptimal”, on doit résoudre ’équation normale ATAX =

ATV . Or, on a:

1 U1l

ATA — 1 - 1 } |
Uy ... Um
- 1 u,

m 221 Ui }
- m m
L Zi:l Us; Zi:l “3

et AT A est inversible si et seulement si det(ATA) # 0. Or, on a:

m m 2
det(ATA) = mZuf— (Zuz>
i=1 i=1
= m?o(U)?

On doit ainsi avoir la condition o(U) > 0 pour que AT A soit inversible, ce qui corre-
spond bien a la condition . Ainsi, la formule de la comatrice assure que:

1

T gy _ AT _ T \T AT
ATAX =A"V & X_det(ATA)Com<A AP ATV
Or, on a:
T iy =3 i
Com(A™A) = S5 -

Donnant ainsi:
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m m 0
X = 1 Zi:l UZQ - Zi:l U 1 - 1 .
 om2a(U)2 | — Do m Uy U '
U,
= 1 Z:ZI uz2 Zyil U Z?;l Vi
m?a(U)? | 221 U; m L ZZL U;V;
_ 1 U-v-U-v.U
= SuE| UTv-U.v
_ | Yo
= '
[ |

On peut donc calculer zg (ordonnée a l'origine) et x; (coefficient directeur) uniquement
en fonction de ces quatre parametres:

1. Moyenne des données de U

2. Moyenne des données de V'

3. Moyenne des données du produit U - V' (composantes par composantes)

4. Ecart-type de U
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