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Développement asymptotique de la
série harmonique

Lecons 223,230

Théoréeme (Développement asymptotique de la série harmonique)

n
1
Si on note pour toutn € N*, H,, = Z A

k=1
N ' 11 1
lors on a: H, T In(n) + v+ o o2 +o0 3

ou v > 0.

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer le lemme suivant: Pour tout o > 1,

> 1
ke n—too (v — 1)no—1t
k=n+1

a I'aide d'une comparaison série-intégrale.

1

2. En considérant w, = H, —In(n) et v, = u, — -, montrer que (u,) et (v,) sont

adjacentes de limite v > 0.

3. En utilisant le lemme et une sommation d’équivalents, trouver les deux autres ter-
mes.

Lemme

Soit @ > 1. On a I’équivalent suivant:

v L o
k* n—+0o (a—1)no1
k=n+1

Démonstration. On effectue une comparaison série-intégrale. Pour N > n € N*, on a:

n+1 n
/ d_x < l < / d_x (1)
n x ne n—1 x
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Figure 1: Illustration de l'inégalité par comparaison série-intégrale, pour n = 2 et
a=2.

Par sommation entren + 1 et N, on obtient:

N+1 dx N 1 N
/n Z ka

k=n+1

N
1 1 1 1 1 1 1
Donc: — < — < —
onc 1—a {(N 4 1)0171 (n + 1>a1} k:zn;r1 ko 1—a {Nal nal}

1 1
L N — —_—
oreane % @ DDt S k;l ko S (o= 1)not
Puisque (n+1)*"1  ~  n*1 on en déduit que:
n—-—+00
X1 1

bt 1 ]{T_O‘ n:+oo (Oé — 1)7’La_1

On va pouvoir maintenant démontrer le théoreme a proprement parler:

Démonstration. - Vérifions les hypotheses des suites adjacentes pour (uy,,) et (vy):

x D’abord, nous avons: u, — v, = + — 0.

" n—+4o0
* Ensuite, U, — Up11 = —n+r1 —In(n)+In(n+1) = +1 —In (ni ) = n+1 —In (1 %H)
Donc u, — w1 = 0 via linégalité de convezité In(1 — X) < —X pour tout X > 0.
Donc (uy,) est décroissante.

_ 1
n+1 n+1) +5 =5 —In(l+;). Donc
Unt1 — Up = 0, toujours via la méme inégalité de convemte venant du logarithme.
Donc (v,,) est croissante.

* Enfin, vpq — v, = un+1—un——+— ln(
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Donc les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. Par le théoréme des suites adjacentes, ces
deux suites convergent vers une méme limite que [’on note vy, vérifiant, pour toutn € N,
Up < v < Uy, donc on a: 7202:Hg—1n(2)—%: 1 —1In(2) > 0.

Donc il existe v > 0 tel que: H, = In(n) + v+ o(1)
n—r--—+oo

- On peut maintenant montrer le résultat principal du théoréeme:

* Soit n € N*. On pose: t, = u, — 7.

1 1 1 1 1 1
On a: tn—tn—1:Un—Un_1=—+ln 1—— = - —— — 40| —
n n)n—toon n 2n2 n?

Ainsi, t, —t,_1 ~ —#, et, par le théoreme de "sommation des restes”, on a:
n—-—+00
“+o0o “+o0o
1 1 Lemme 1
= D (e—ten) v =5 D, e,
k=n+1 k=n+1
D’ou: H In(n) + v+ ! + !
: = In — —
ou " rtoo N T 2n ¢ n

* Soit n € N*. On pose: w,, =t, — %

0 tn =1t S Lm (1= L, 1
n a: Wy, — Wy, =1tp — th_1 — — — ~ 41n _ ) - =
! Yoon Toan—2 n n 2n  2n—2

Déterminons un équivalent de w,, — w,_1 a lordre 3.

On développe le logarithme:

On développe la fraction 1_17 :

3 |

B 1 1 . 1 1+1 1+1+1+ 1
Un = Wn1 o 2n2  3n3 © n3 o2n  2n n  n? © n2

1 1 1 n 1 n 1 L+ 1 n 1
ey _ — — — _— _— _— 0 _
n—s+oo 2n?2  3n® 2n  2n  2n?  2n3 n3

1 . 1 4 1
pr— _—— [ O —_—
n—s+o0 3n3  2n3 n3

1 n 1
n—+oo  6m3 © n3
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La encore, on utilise le théoréeme de sommation des équivalents, donnant ainsi:

+00

—wWy, = E (W —wg—1)  ~ ! —
n—s oo 6 k3 n—+oco 12n2
k=n+1 k=n+1

+oo
1 Lemme 1
Y

1 1
Douw: —H,+1 — o~
ou +1n(n) + 7+ 2N n—s+oo 12n2

On a l’équivalent demandé:

Reférence. S.Francinou, H.Gianella, S.Nicolas, Oraur X-ENS, Analyse 1
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