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Théoreme Central Limite

Lecons 261,262,266

Théoréme (Théoréme Central Limite - TCL)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. On suppose que E[X ] = u et
Var(X;) = % Alors, en posant la somme suivante:

n
i=1
On a la convergence en loi suivante:

Sp —np C
no? n—+0o

X

ot X ~ N (0,1) (loi normale centrée réduite)

Voici le plan de la démonstration du théoreme:

1. Montrer que, si X ~ N(0,1), alors sa fonction caractéristique est donnée, pour tout
t € R, par Px(t) = e 2
2. Montrer la convergence en loi en utilisant le théoreme de Lévy, en montrant que
(14+2)" — e
n——+0o00

Montrons ainsi ce lemme:

Lemme (Fonction caractéristique pour une loi normale centrée réduite)

Si X ~ N(0,1), alors, pour tout ¢ € R, on a: Iﬁ)\((t) = ¢ 2’

Démonstration.

~— ) 1 1.2 .
SoitteR: Px(t)=E[e] = — [ e 2" " dx
V2rm Jr

On veut dériver par rapport a t:

_1.2 .
* Pour tout t € R, > e 2% '™ est continue donc mesurable sur R.

_1.2 Ly \ .o _1.2 .
x Pour tout x € R, t — 727 e® est de classe C! sur R de dérivée égale at — ize 2% e'®

. _1. .2 . _ 1.2 _ 1.2 . ’
x Pour tous z,t € R, |ize 2% ™| < |x]e™ 2", et x — |x]e 2" est intégrable sur R. On
a donc une magjoration par une fonction intégrable, indépendante du paramétre t.

En vertu du théoreme de dérivation des intégrales a parametre, Iﬁ)\( est de classe C!
sur R et on a, pour toutt € R:
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De plus, une intégration par parties assure que, pour tout t € R:

- d ) d .. ‘
/xeéermdx = —/ — [e’%ﬂ] e dy = / e [em} dx = it/ e~ 3% ety
R r dx R dx R

—~ t ) —~
D’ou, pour tout t € R, IP’X,(t) = ——— [ e 2¥eitrdy = —tPx(t)

V2T Jr

1.2

_ 1 _
Donce, puisque l'on a Px(0) = \/? / e 2dx =1, Px est solution de cette équation
™ JR

— —
différentielle VEER, Px(t) = —tPx(t)
Px(0) = 1
Ainsi, pour tout t € R, on a:

Py(t) = e 2"

On peut maintenant prouver le TCL a proprement parler.

Démonstration. Quitte a remplacer Xy par X1 —p, on peut supposer que E[X;] = pu = 0.
De méme, quitte a remplacer X, par %, on peut supposer que Var(X;) = o> = 1. La
suite (X, )nen+ est donc une suite de variables aléatoires centrés réduites.

Par indépendance des X,, on a: Ps
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1 — [t t? t
Py, (1) v 1 - 5152 +0(t?) donc Px, (—) =1- 7 +o <—) soit finalement

(5 (G5) = -5 ()

Pour n assez grand, on peut supposer que —% +o0 (%) €] — 1,1], donc il vient:

(B () o )

t—0
_— 6_L+O(t2)
t—0
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Soit, finalement, sit — 0:

— [t " 1
(PXI (%)) e €

Ainsi, le théoréme de Lévy donne bien la convergence souhaitée.
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