AU BORD DU DISQUE DE CONVERGENCE : THEOREMES
ABELIENS ET TAUBERIENS.

Théoréme (Abel angulaire). Soit f(z) = Y anz"™ une série entiére de rayon de convergence
1. Soit 0y € [0,7/2]. On pose;

Ag,={2€C, |z|<1etIp>0,30€ [0, 6] z=1-pe?}.

Si la série Y ap converge alors :

+o0
lim  f(z) = Zan.
n=0

Z—>1,ZEA90
+00
PREUVE. On note R, = Z ak. Une transformation d’Abel donne pour (n,p) € N x N*
k=n+1

et z € Ay, :

n+p n+p n+p—1

k k 1 k+1
Yo a= > (Reoi - Ro)Z" =Raz" 4+ > Re(2M = z) — Rogpa™ .
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Soient € > 0 et Ny € N tel que pour tout n > Ny, |R,| < e. Alors, pour n > Nj :

n-+p n+p—1 |Z—— |
Z ap?"| < ez 4+ ¢ Z |F L — 2K g2t < 25+51 .
k=n+1 k=n+1 — 4]

Maintenant, si z = 1 — pe® € Ay, N D(1,cosfp), on a :

z—1 2 2
P )< <
2cosp —p — cosby

2
< <2 + ) €.
cos g

Cette derniere majoration est aussi valable pour z = 1. Finalement, un critere de Cauchy
uniforme justifie la continuité de f en 1 et la limite annoncée. O

1—|z|  2pcosp — p?
de sorte que

n—+p

S e

k=n-+1

Vz € Ag, N D(1,cos6p), Yn > Ny, Vp e N*,

Théoréme (Taubérien faible). Soit f(z) = > s,2™ une série entiére de rayon de conver-
gence 1 avec an = o(1/n). Si :

ISeC, lim f(x)=S

r—1,x<1

—+00
alors Y ay, converge et E ap = S.

n=0



PREUVE. Pour n € N, on note S, =Y ;_,aj. On écrit :

n +oo
Vn € N*, Vz €]0, 1], Sn—f(:z:):Zak(l—:ck)— Z apaz®
k=1 k=n+1

et comme (1 —2%) = (1 —z)(1+2z+...+ 2" 1) < k(1 —2z) pour 0 < z < 1 on en déduit :

n “+00
klak| SUD} p K|k
S, — <(1- k SRR < (1 — 2)Mn + —2ken R
50— F@I S 003 Mal+ 30 SRS (- Mt =

ou M est un majorant de la suite (k|ag|)x. Soit 0 < e < 1. On a en particulier :

SUDg >, K|kl
- .

Vn € N*,

€
Sn—f(l——>’ < Me +
n
On choisit Ny tel que supys y, klax| < &2, et on trouve :

Vn > NOa

Su—f(1=2)| = (M + 1.
n
On choisit N1 > Ny tel que pour n > Ny, |f(1 —e/n) — S| < € et on trouve :

Vn> Ny, |S, -S| < Sn—f(l—%)‘+‘f<l—%>—5‘S(M+2)e

ce qui conclut. O

Théoréme (Taubérien fort, Hardy-Littlewood). Soit f(z) = Y_ s,2™ une série entiére de
rayon de convergence 1 avec a, = O(1/n). Si :

SeC, lim flz)=S

r—1,x<1

—+00
alors Y a, converge et E anp = S.

n=0
PREUVE. On se restreint sans mal au cas S = 0 (quitte & considérer ag — S comme premier
terme). On note ® I'ensemble des fonctions ¢ : [0,1] — R telles que
(i) Pour tout z € [0, 1], la série ) an,p(z™) converge
(i) Timg - 3% anp(a™) = 0.

Clairement, ® contient les fonctions polynémes qui s’annulent en zéro. De plus, pour ¢ :

v zF ona:

+oo 1

+o0 11—z 1
vre 01, (1-2) Y a"g@") = (1 —2) (@) = — | atta
n=0

Pt B e F

et le résultat reste vrai par linéarité pour tout polynoéme. On va maintenant montrer que
g :=11/21] € ® ce qui conclura puisque :

|—log2/log x|

+oo
Vo € [0,1], Zang(azn) = Z .

n=0 n=0

La condition (i) est claire puisque g(z™) = 0 dés que z™ < 1/2. Pour le reste, on va approcher
g par des polynomes p1, p2 tels que :



1. pl(O) = pQ(O) =0et pl(l) pg(l) 0
2. p1 < g < pgsur0,1]

' _ p2(z) —pi(2)
3. /0 q(z)dx < e avec q(x) = ﬁ

On pose h(z) := g((ﬂii)_—;; =7 i m1[0,1/2[(x) + %1[1/271] (x). Soit € > 0. Un dessin intelli-

gent montre qu’il existe deux fonctions continues s et so telles que

1
s1 < h<sy et /(82—31)(t)dt§€.
0

Puis, par le théoreme de Weierstrass, on exhibe deux polynomes 51 et $ tels que |s;—51| < &
et [so — 82| < . On définit alors u; = §; —€ et ug = 52 +¢ qui sont des polynoémes vérifiant :

1 2
u < h <ug et ,/ (ug —uy)(t)dt < / (s2 — s1)(t)dt + 4e < be.
0 0
Comme g(z) = x + (1 — x)h(z) sur [0, 1], les polynémes

pi(z) =24+ 2(1 —2)ui(x) et po(x) =2+ 2(1 — z)us(x)

conviennent. Finalement :

Zang <Z\anllp1 |+Z\anllg p1)(a")].

Le premier terme est < € pour x > A pour un certain 0 < A < 1 puisque p; € ®. Pour le
second terme, on écrit :

Va € [0, 1],

+oo +o0o
> anll(g—p) @) < Y lanl(p2 — p1)(a")
n=0 n=1 1 . .
< MZ )§M(1—x)2$"q(a:"
n=1

ot |a,| < M/n pour tout n € N* et puisque (1—2") = (1—z)(1+z+...+2" 1) <n(l—z).

Or,on a:
1
lim (1 — t)dt <
d )3 o) = [t <o

d’ou la conclusion.
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