
Au bord du disque de convergence : théorèmes

abéliens et taubériens.

Théorème (Abel angulaire). Soit f(z) =
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence
1. Soit θ0 ∈ [0, π/2[. On pose ;

∆θ0 = {z ∈ C, |z| < 1 et ∃ρ > 0, ∃θ ∈ [−θ0, θ0], z = 1− ρeiθ}.

Si la série
∑
an converge alors :

lim
z→1, z∈∆θ0

f(z) =

+∞∑
n=0

an.

Preuve. On note Rn =

+∞∑
k=n+1

ak. Une transformation d’Abel donne pour (n, p) ∈ N×N∗

et z ∈ ∆θ0 :

n+p∑
k=n+1

akz
k =

n+p∑
k=n+1

(Rk−1 −Rk)zk = Rnz
n+1 +

n+p−1∑
k=n+1

Rk(z
k+1 − zk)−Rn+pz

n+p.

Soient ε > 0 et N0 ∈ N tel que pour tout n ≥ N0, |Rn| ≤ ε. Alors, pour n ≥ N0 :∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akz
n

∣∣∣∣∣ ≤ ε|zn+1|+ ε

n+p−1∑
k=n+1

|zk+1 − zk|+ ε|zn+p| ≤ 2ε+ ε
|z − 1|
1− |z|

.

Maintenant, si z = 1− ρeiϕ ∈ ∆θ0 ∩D(1, cos θ0), on a :

|z − 1|
1− |z|

=
ρ

2ρ cosϕ− ρ2
(1 + |z|) ≤ 2

2 cosϕ− ρ
≤ 2

cos θ0

de sorte que

∀z ∈ ∆θ0 ∩D(1, cos θ0), ∀n ≥ N0, ∀p ∈ N∗,

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akz
n

∣∣∣∣∣ ≤
(

2 +
2

cos θ0

)
ε.

Cette dernière majoration est aussi valable pour z = 1. Finalement, un critère de Cauchy
uniforme justifie la continuité de f en 1 et la limite annoncée.

Théorème (Taubérien faible). Soit f(z) =
∑
snz

n une série entière de rayon de conver-
gence 1 avec an = o(1/n). Si :

∃S ∈ C, lim
x→1, x<1

f(x) = S

alors
∑
an converge et

+∞∑
n=0

an = S.
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Preuve. Pour n ∈ N, on note Sn =
∑n

k=0 ak. On écrit :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈]0, 1[, Sn − f(x) =

n∑
k=1

ak(1− xk)−
+∞∑

k=n+1

akx
k

et comme (1− xk) = (1− x)(1 + x+ . . .+ xk−1) ≤ k(1− x) pour 0 < x < 1 on en déduit :

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)
n∑
k=1

k|ak|+
+∞∑

k=n+1

k|ak|
n

xk ≤ (1− x)Mn+
supk>n k|ak|
n(1− x)

où M est un majorant de la suite (k|ak|)k. Soit 0 < ε < 1. On a en particulier :

∀n ∈ N∗,
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ ≤Mε+
supk>n k|ak|

ε
.

On choisit N0 tel que supk>N0
k|ak| ≤ ε2, et on trouve :

∀n ≥ N0,
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ ≤ (M + 1)ε.

On choisit N1 ≥ N0 tel que pour n ≥ N1, |f(1− ε/n)− S| < ε et on trouve :

∀n ≥ N1, |Sn − S| ≤
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣+
∣∣∣f (1− ε

n

)
− S

∣∣∣ ≤ (M + 2)ε

ce qui conclut.

Théorème (Taubérien fort, Hardy-Littlewood). Soit f(z) =
∑
snz

n une série entière de
rayon de convergence 1 avec an = O(1/n). Si :

∃S ∈ C, lim
x→1, x<1

f(x) = S

alors
∑
an converge et

+∞∑
n=0

an = S.

Preuve. On se restreint sans mal au cas S = 0 (quitte à considérer a0−S comme premier
terme). On note Φ l’ensemble des fonctions ϕ : [0, 1]→ R telles que

(i) Pour tout x ∈ [0, 1[, la série
∑
anϕ(xn) converge

(ii) limx→1−
∑+∞

n=0 anϕ(xn) = 0.

Clairement, Φ contient les fonctions polynômes qui s’annulent en zéro. De plus, pour q :
x 7→ xk, on a :

∀x ∈ [0, 1[, (1− x)

+∞∑
n=0

xnq(xn) = (1− x)

+∞∑
n=0

(xk+1)n =
1− x

1− xk+1
−→
x→1−

1

k + 1
=

∫ 1

0
q(t)dt

et le résultat reste vrai par linéarité pour tout polynôme. On va maintenant montrer que
g := 1[1/2,1] ∈ Φ ce qui conclura puisque :

∀x ∈ [0, 1[,

+∞∑
n=0

ang(xn) =

b− log 2/ log xc∑
n=0

an.

La condition (i) est claire puisque g(xn) = 0 dès que xn < 1/2. Pour le reste, on va approcher
g par des polynômes p1, p2 tels que :
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1. p1(0) = p2(0) = 0 et p1(1) = p2(1) = 0

2. p1 ≤ g ≤ p2 sur [0, 1]

3.

∫ 1

0
q(x)dx < ε avec q(x) =

p2(x)− p1(x)

x(1− x)
.

On pose h(x) :=
g(x)− x
x(1− x)

= − 1

1− x
1[0,1/2[(x) +

1

x
1[1/2,1](x). Soit ε > 0. Un dessin intelli-

gent montre qu’il existe deux fonctions continues s1 et s2 telles que

s1 ≤ h ≤ s2 et

∫ 1

0
(s2 − s1)(t)dt ≤ ε.

Puis, par le théorème de Weierstrass, on exhibe deux polynômes s̃1 et s̃2 tels que |s1−s̃1| < ε
et |s2− s̃2| < ε. On définit alors u1 = s̃1−ε et u2 = s̃2 +ε qui sont des polynômes vérifiant :

u1 ≤ h ≤ u2 et ,

∫ 1

0
(u2 − u1)(t)dt ≤

∫ 2

0
(s2 − s1)(t)dt+ 4ε ≤ 5ε.

Comme g(x) = x+ x(1− x)h(x) sur [0, 1], les polynômes

p1(x) = x+ x(1− x)u1(x) et p2(x) = x+ x(1− x)u2(x)

conviennent. Finalement :

∀x ∈ [0, 1[,

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ang(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=0

|an||p1(xn)|+
+∞∑
n=0

|an||(g − p1)(xn)|.

Le premier terme est < ε pour x > λ pour un certain 0 < λ < 1 puisque p1 ∈ Φ. Pour le
second terme, on écrit :

+∞∑
n=0

|an||(g − p1)(x)| ≤
+∞∑
n=1

|an|(p2 − p1)(xn)

≤ M

+∞∑
n=1

xn(1− xn)

n
q(xn) ≤M(1− x)

+∞∑
n=1

xnq(xn)

où |an| ≤M/n pour tout n ∈ N∗ et puisque (1−xn) = (1−x)(1+x+. . .+xn−1) ≤ n(1−x).
Or, on a :

lim
x→1−

(1− x)

+∞∑
n=1

xnq(x) =

∫ 1

0
q(t)dt < ε

d’où la conclusion.
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