UN ANNEAU VRAIMENT PASSIONNANT.

Théoréme. L’anneau
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est principal mais non euclidien.

Proposition. Soit A un anneau euclidien. Il existe v € A\ A* tel que la restriction
a A* U {0} de la projection canonique de A sur A/(x) soit surjective.

PREUVE. Si A est un corps, x = 0 convient. Sinon, parmi les éléments de A non
nuls et non inversibles, on choisit x de stathme minimal. Alors, si a € A, on écrit
a=zq+ravecr =0ouv(r)<wv(x).Sir#0,alors r est inversible par définition
de z. Finalement, modulo (), a est égal & 0 ou & un élément inversible. [
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Appliquons ce résultat. On va noter a = Z 5

] et @& son conjugué. Re-

marquons que :
at+a=1 e aa=5

donc « vérifie 'équation a? — o + 5 = 0. En tant que sous-anneau de C, Z[a] est
integre et stable par conjugaison puisque @ = 1 — . On définit pour z € Z[a] ce
qu’on appellera norme :

N(z) = 22 = a* + ab+ 5b* € N.
L’objectif est le calcul des inversibles. Soit z € Z[a]*, alors :
1=N(1)=N(zz"" = N()N(z1)
donc N(z) =1 (c’est un inversible de N C Z) et on a la relation :
a’*+ab+5b*=1 o z=a-+ba.
Or, on voit que :
b +a® +ab > b* +a* — |ab] > (|b] — |a|)* >0

donc
1 = a® + ab + 5b* > 4b?

de sorte que b = 0 et @ = £1. Finalement, Z[a]* = {£1}.

Si cet anneau était euclidien, il existerait = € Z[a] tel que Z[a]/(x) soit un corps
a 2 ou 3 éléments. D’ou un homomorphisme :

p:Zja) — K avec K=F; ou K=F;

dont la restriction a Z est la projection canonique. Alors 3 = ¢(«) vérifie 52—3+5 = 0
dans K. Que ce soit dans F5 ou dans F3, il n’y a pas de solution. C’est absurde.
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Proposition. Soient a,b € Z[a] ¢ {0}. Il existe q,r € Z[a] avec :
(i) r=0 ou N(r) < N(b)
(i) a =bq+r ou2a="bq+r.

PREUVE. Soit ¥ = ¢ = ‘;—g € C que l'on écrit x = u + va avec u,v € Q. On note

n = |v]. On distingue :
1. Siv ¢|n+ 1/3,n+ 2/3|, alors, soient s et ¢ les entiers les plus proches de u et v
respectivement, on a en posant ¢ = s + ta :
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et on a le résultat voulu en posant r = a — bg = b(z — q).

2. Dans l'autre cas, on note que 2v €|2n + 2/3,2n + 1 + 1/3[. Ainsi, en posant
m = |2v], on a 2v ¢|m + 1/3,m + 2/3| et on est ramené au cas précédent : on a
2a = bg + r avec N(r) < N(b).

[
On montre maintenant que Z[o] est principal. On commence par voir que l'idéal
(2) est maximal car
Zla] ~ Z[T)/(T* — T + 5)
donc en vertu du théoreme d’isomorphisme :
Zla)/(2) = (Z/2Z)[T]/(T* + T + 1)

et la conclusion puisque T2 + T + 1 est irréductible sur Fs.

Ensuite, on prend I # {0} un idéal de Z[a] et a € I non nul de norme minimale. Si
I = (a) c’est fini, sinon prenons x € I ¢ (a). On écrit la pseudo division euclidienne :

(i) Siz =ag+r avec N(r) < N(a) on ar =0 et x € (a) c’est absurde.

(ii) Si2z = aq+ravec N(r) < N(a) onar =0 et 2z = ag. Comme (2) est maximal
donc premier, on a a € (2) ou ¢ € (2). Le deuxieme cas est impossible car il
entrainerait « € (a). Donc a = 2a’ et x = d’q € (a’). Mais (2) est maximal et ne
contient pas q donc (2, q) = Z[a] de sorte qu’on peut écrire

X+ug=1 A\peZla.
On en déduit :
a' = \2a' + pga’ = Ma + px
donc o’ € I et on a une contradiction car N(a') < N(2a’) = N(a).
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