LE THEOREME DE CARTAN-VON NEUMANN

Théoréme (Cartan-von Neumann). Tout sous-groupe fermé de GLy,(R) est une sous-
variété de My (R).

PREUVE. Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R). On montre que G est localement
difféfomorphe & un ouvert de M, (R) ~ R™. A cause de la structure de groupe et du
caractere C*° de la translation, il suffit de la prouver pour un voisinage de I,, dans G.

Etape 1. Une sous-algebre digne d’intérét

On pose :
Lg:={m e M,(R), Vt € R, " € G}

et on montre que c’est une sous-algebre de M,,(R). La seule chose & vérifier est la stabilité
par la somme. Pour cela, remarquons d’abord que la différentielle de exp en 0 est inversible
donc, exp est localement inversible et on note L son inverse. Pour m au voisinage de O :

e™ =1,4+m+o(]|m|) et L(I,+m)=m+ o(||m]).

Soient a,b € Lo et t € R, on a pour k € N suffisamment grand :
(eta/ketb/k)k _ ekL(em/ketb/k)
ekL(In+t“T+b+o(1/k))

(Ha+b)+o(1)

N et(aer)
k——+oco

et la fermeture de G montre que a + b € Lg.
Etape 2. La ou le théoreme d’inversion locale intervient de fagon cruciale.

Soient M un supplémentaire de L5 dans M,,(R) et ¢ : M,,(R) — GL,(R) 'application
quiaz =1+m, (I,m) € Lg x M, associe p(z) = ele™.  est C® et sa différentielle en
0 vaut l'identité. Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage U de 0 dans
M, (R) tel que ¢ soit un C'-difféomorphisme de U sur ¢(U). On va montrer que, quitte &
restreindre U,

o:UNLs—oU)NG

est un C!-difféomorphisme, ce qui conclura (en on aura aussi dim G = dim Lg). 11 suffit
pour cela, de montrer que p(U N Lg) = ¢(U) N G. Remarquons que l'inclusion C est
évidente : c’est la définition de L.

Etape 3. L’autre inclusion et c’est fini.

On veut montrer qu’il existe un voisinage U de 0 dans M, (R) tel que o(U) NG C
©(UN Lg). On va montrer :

Jk € N* Vz, € B(0,1/k),p(x) € G = z, € L.



Si ¢a n’était pas le cas, alors comme M, (R) = L5 & M, il existerait deux suites (Ix)j et
(mg)r respectivement de Lo et M \ {0}, de limites nulles, et telles que pour tout k¥ € N,
ol +my) soit dans G. Alors, par définition de L, on aurait €”* € G pour tout k. Puisque
my, # 0 posons, pour tout k € N* :

my

Ek e M.

I

Quitte & extraire, on peut supposer que (gx) converge vers £ € M de norme 1. Soit t € R
et notons :

1
=X+ g, ou A\ €Z et |,uk|<§.

_t
([
Alors :

te ; e ;
e = lim el = lim e
k—+o0 k—+o0

Ak

car e##™k — [ Comme )\, € Z, e* € G comme limite d’une suite de points de G qui est
fermé. Ce qui prouve que € € L N M = {0}. C’est absurde puisque ¢ est de norme 1. [

Quelques remarques complémentaires

e En fait, L est une sous-algebre de Lie de M,,(R), ¢’est & dire un sous-espace de M, (R)
stable par (a,b) — [a,b] = ab — ba. Pour le voir, il suffit de montrer en développant a

I’ordre 2 :
(ea/keb/kefa/kefb/k)lﬁ_>eabfba'

e [l vaut mieux définir le ”logarithme matriciel” :

+oo (_1)kmk+1

L(I, +m) = Z Thrl [m[| <1
k=

o

qui vérifie L+ =1 4 m.

e On peut voir que G est discret si et seulement si Lo = {0}. Pour le sens réciproque,
on montre en réutilisant le résultat sur les suites de ’étape 3 que I, est isolé, ce qui est
suffisant.

e Soit m € Lg. Alors t — e!™ est une courbe tracée dans G passant par I,, en t = 0 et le
vecteur tangent a cette courbe en I,, est m. Par suite, L est inclus dans 'espace tangent
a G en Id. Mais on a prouvé qu’ils ont méme dimension, ils sont donc égaux.

e Le sous-groupe de G engendré par exp Lg est la composante connexe de I, dans G.

e En pratique, ¢a ne sert pas a grand chose.
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