DE LA MANIERE DE BATTRE LES CARTES EN
AMERIQUE.

C’est trop super (quand on a compris) !

Un paquet de cartes est un ensemble fini ¥ = {1,...,n} muni d’une relation d’ordre
total < (ou i < j signifie que la carte ¢ est au dessus de la carte j). L’ensemble des relations
d’ordre totales sur % est en bijectionlﬂ avec 'ensemble &,, des permutations de % : par
exemple si X € G,,, on définit 'ordre < par : X(1) < ... < X(n). Un paquet de cartes est
donc aussi une permutation de ¥. Un mélange du paquet est I’action par composition d’une
permutation de & sur le paquet : par exemple, si 0 € &, le paquet X(1) < ... < X(n)
devient le paquet 0o X(1) < ... < oo X(n)ﬂ

Dans la suite, un paquet X est une variable aléatoire a valeurs dans &,. Il est dit bien
mélangé lorsque X suit la loi uniforme sur &, notée w. On s’intéresse a des mélanges
successifs du paquet, modélisés par la chaine de Markov (Xj)geN :

Xir1 = f( Xy, Ag), Xo=1id

ou les (Ag)ren+ sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans un certaine es-
pace et qui suivent une loi donnée @ appelée loi du mélange (c’est la maniere choisie de
battre les cartes). On note p, la loi de X,.

Probléeme. La loi de (Xi)r converge-t-elle vers la loi uniforme m ¢ Dans quel sens ¢ Et
a quelle vitesse ¢

On quantifie la convergence a 'aide de la :

Définition. On appelle distance de variation totale entre deux lois Q1 et Q2 sur G, la
quantité :

dy(Q1,Q2) = snax |Q1(S) — Q2(S)| = % Z 1Q1({}) — Q2({0})]

O'EGn
On peut montrer que cette distance métrise la convergence en loi.

Le mélange américain consiste a couper aléatoirement le paquet en deux et a insérer
les cartes du premier paquet aléatoirement au sein du second en gardant 'ordre relatif
des paquets. Une fagon équivalente voir les choses est de considérer le mélange inverse :
on choisit aléatoirement k cartes que ’on place au dessus du paquet en gardant ’ordre
relatif. Dit autrement : on se donne une partie A = {i1,...,ix} C {1,...,n} et on place les
cartes en positions 41,...,7; au dessus du paquet en gardant l'ordre relatif. Par exemple
si A={1,3} et n =4, le paquet 2 < 4 < 1 < 3 devient le paquet 2 <1 <4 < 3 et la
permutation associé par le mélange inverse est :

2 4 1 3
T =
0 2 1 4 3
Tl y a plein de bijections, on prendra celle explicitée ci-apres.
211 n’est pas utile de noter différemment la relation d’ordre pour au moins deux raisons : d’abord parce que
sa définition est contenue dans I’écriture ci-dessus et aussi parce que < pourra garder de fait sa signification

concrete tout au long du texte. En cas de réel besoin, on notera <, l'ordre induit par la permutation o
mais génériquement, un paquet sera toujours noté X (1) < ... < X(n).




elle dépend du paquet :

1 2 3 4 . . 1 2 3 4
X—(2 41 3> qui devient 7TQOX—<2 14 3>

C’est completement tordu mais c’est tres pratique parce qu’il suffit d’écrire que le paquet
X(1) < ... < X(n) devient le paquet mpo X(1) < ... < mp o X(n) et en fait on n’a pas du
tout besoin de savoir comment s’écrit my : étant donné un paquet X et une partie A on
peut en déduire le nouveau paquetﬁ : on vient de définir le f de la chaine de Markov.

Remarquons que tirer une variable aléatoire o/ & valeurs dans P({1...,n}) suivant la
loi uniforme revient a tirer une variable aléatoire my a valeurs dans &,, (associée par le
mélange inverse) qui suit la loi :

”;;1 sio=1d
Q{c}) := 2% si 0 € H\ {id}
0 sinon.

ou H est l'ensemble des permutations o comportant au plus une décroissance (X (C;) <
X(Cj) et X(Cj) <5 X(C)). En effet, le choix des parties de la forme {1,...,j} conduisent
a 'identité. C’est néanmoins tres inutile d’écrire cela.

Théoreme. Apreés avoir effectués k mélanges a l’américaine sur un jeu de n cartes, la
distance de variation totale vérifie :

n—1 .
i
dolm) <1- ] (1 - Qk) .

i=1
PREUVE. Avec les notations précédentes, notons (%% )ren+ une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans P({1,...,n}) et suivant la loi uniforme. Soit (7); la suite
des permutations associée par le mélange inverse et X = m; o X1 le paquet a 'instant
k. Soit i € {1,...,n}. Pour tout k¥ € N*, on pose b,(;) = lica; : puisque les o), suivent
la loi uniforme et sont indépendantes, les (b,(;))k sont des variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes de parametre 1/2. On note enfin b*) (i) = b,(;) . .bgz) le nombre binaire
aléatoire construit par concaténationﬁ Soit T le plus petit instant ou tous les nombres
b (1),...,b%)(n) sont distincts. A Pinstant T' le paquet est bien mélangé au sens défini
précédemment. En effet, & cet instant (mais pas avant), les b (7) définissent un ordre
total sur % et comme toutes les variables aléatoires sont indépendantes et suivent une loi
uniforme, ’ordre construit suit aussi une loi uniforme. Or, on a pour tout P C &,, :

pe(PB) = PXreP)=PXreP, T <k)+P(XtePB,T>k)

k

< Y PXp €B,T=j)+P(T>k)
§=0
k

< D mPP(T =j) +P(T > k)
§=0

< 7(P)+P(T > k)

30n pourrait ’écrire mais bon. ..
“Interprétation : on attribue 0 aux cartes que ’on place au dessus, 1 aux autres. On garde en mémoire
I’histoire de chaque carte. Un schéma s’imposerait, si ¢a ne demandait pas tant de prouesses techniques.



ol 7 est on le rappelle la loi uniforme sur &,,. En faisant pareil avec ¢, on trouve :
VB C Sy i(B) — ()| < P(T > k) = dy () < P(T > k).

Il y a 2% possibilités pour le nombre associé & une carte. Comme les b(*) () sont indépendants
et uniformément distribués, la probabilité que tous les b(k)(i) soient différents au k-eéme

mélange vaut :
b2k —1)... 2P —(n—1) 7 i
@ ()

(c’est le "paradoxe des anniversaires”). Alors :

P(T>k):1—7ﬁ(1—2ik)

i=1

Remarquons, qu’a n fixé,
n—1
d ~ —.

Mais comme c¢a va tres tres vite, il convient de s’interroger sur le sens de I'infini.

Quelques remarques complémentaires

Toutes les remarques intéressantes (et il y en a) sont a retrouver chez Grégoire CLARTE
(et dans un texte de modélisation option A sur le sujet).
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Adapté d’un travail remarquable de ’inénarrable Grégoire CLARTE.
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