L’EQUATION DE LA CHALEUR DANS UN ANNEAU

On peut tout faire en justifiant au fur et a mesure avec les théorémes de Lebesgue, c’est
un peu plus long mais on montre l'unicité en méme temps et le développement rentre dans
des lecons pas dréles. Cependant la preuve de l'unicité a partir de ’énergie transcrit une
propriété importante de l'équation de la chaleur. On pourrait aussi parler du principe du
MazLmum.

On cherche a résoudre 1’équation de la chaleur dans un anneau, c’est a dire le probleme
de Cauchy :

Owu(t,z) = 0% u(t,z), pour tout z € [0,1] et tout ¢t > 0 (1)
limy_,ou(t,z) = f(z), pour tout z € [0,1]

otl f est une fonction C? périodique (de période 1). On cherche u périodique de période 1

sous la forme : _
u(t,z) = Z Uy, (1) 2™
nez

ou la sommation est pour 'instant purement formelle.
Etape 1 : analyse.

On effectue dans un premier temps des calculs purement formels pour déterminer les
coefficients u,,. Le systéme s’écrit alors : pour tout n € Z,

ul (t) = —4m>n%u,(t)

n

lim u, (t) = f(y)eﬂ””ydy

On trouve pour tout n € Z :
un(t) = ( [ }f(y)e””"ydy> et
0,1

et au prix d’une interversion »_ et [, on a:

wlt.z) = 62i7rn(1’—y)€—47r2n2t = K; * f(z
(t,2) /[0 } <Z >f(y)dy Ky« () 2)

nezZ

ou on définit le noyau de la chaleur :
_ 2,2 ;
Kt(x) = § e 4men t€217rn$
nez
qui est bien défini comme somme d’une série de fonction normalement convergente sur tout

compact de ]0, +o0[x[0, 1].

Etape 2 : synthese.



On vérifie que la fonction u définie en est solution du probleme de Cauchy .
Comme pour tout k£ > 0 la série de fonctions

422 ;
§ :nke 47rnt62z7rnm

neZz

est normalement convergente sur tout compact de ]0,—|—oo[><L0, 1], on peut dériver sous
intégrale en ¢ et en x. De plus, les fonctions (t,z) + e™47 n’tg2imna
I’équation de la chaleur donc il en est de méme pour u. De plus, au prix d’une interversion
>~ et [ qui est licite, on reconnait lorsque t = 0 dans , la somme de la série de Fourier
de f qui converge bien ponctuellement compte tenu de sa régularité.

sont solutions de

Etape 3 : unicité de la solution

Par linéarité de ’équation, si u; et ug sont solutions de , alors u = w1 —wu9 est solution
du probléeme :

dpu(t, z) = 92, u(t,z), pour tout x € [0,1] et tout ¢ > 0
u(0,2) = 0, pour tout x € [0,1]

Posons pour tout ¢ € [0, +o0],

1
E(t):/o (u(t, z))?daz.

On peut dériver sans crainte sous l'intégrale compte tenu du caractere compact de [0, 1] et
de la régularité de v :

1 1 1
E'(t)—/o 2u(t,:r)6tu(t,:n)dx—/0 2u(t,x)8§xu(t,x)dm——2/0 (Dpu(t, z))dx.

ou la derniere égalité provient d’une intégration par partie (le caractére 1-périodique de
u permet d’annuler le terme de bord). Ainsi, E est positive et décroissante sur [0, +00].
Comme E(0) =0, E est identiquement nulle, ce qui prouve que u = 0.

Le cas non périodique

Théoreme. Si f € /(R), alors il existe un et un seul élément u € C°(Ry, 7 (R)) tel
que

Owu(t,z) = 02 u(t,x), pour tout x € R et toutt >0

lim¢ o u(t,z) = f(z), pour toutxz € R

PREUVE. La régularité de u nous autorise a prendre la transformée de Fourier de I’équation,
qui devient alors :

Oi(t, &) = —4m’E%a(t, &) et a(0,8) = f(¢).

Comme dans le cas périodique, c’est une équation différentielle simple a résoudre :

a(t,€) = eI,



Et nécessairement, 2.2
ut,z) = FHe T Ef) ().

Comme on sait calculer la transformée d’une gaussienne, on peut écrire plus simplement,

ou le noyau de la chaleur K; est défini par :

1 22
Ki(x) = e 4.
(@) vVt
Compte-tenu de la régularité, on peut vérifier facilement que u ainsi défini est solution de
I’équation de la chaleur. ]

Remarque. On ne dit absolument rien sur I'existence ou I'unicité de la solution dans un
autre cadre fonctionnel que celui-la. En particulier, on pourra vérifier que la fonction :

z2
1w sit>0

Z_e
v(t,x) =4 /2
0 sit=0

est solution de ’équation de la chaleur avec condition initiale nulle. Pour tout ¢ € Ry,
v(t) € L(R) mais v n’est bornée sur aucun voisinage de (0,0) (donc méme pas continue).
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