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En analyse, mais pas seulement, un probleme se pose souvent sous la forme tres
générale suivante : < Etant donné un espace topologique E et une propriété &2, com-
ment montrer que tous les points de E vérifient la propriété &P 7 . A notre dis-
position, on trouve beaucoup de théoremes d’existence locale (citons par exemple
les théoremes de Cauchy-Lipschitz et d’inversion locale) et on peut se demander s’il
existe un moyen simple de les globaliser a 1’espace entier. C’est parfois possible avec
des outils purement topologiques : lorsque l'espace ambiant E est connezxe, c’est a
dire d’un seul tenant, on verra qu'une fagon simple de procéder est de montrer que
le sous-ensemble des éléments vérifiant la propriété & (le résultat d’existence locale
assure qu'il est non vide) est a la fois ouvert et fermé. Ce simple fait assurera alors
que tout l'espace vérifie la propriété 2. Des raffinements de ce principe ainsi que
les définitions élémentaires feront l'objet de la section |1} Des exemples concrets en
analyse réelle et complexe seront donnés dans la section 2|

Outre I'utilisation pratique que I'on peut en faire en analyse, la connexité est une
notion intrinsequement topologique qui permet de classifier les objets : typiquement
des surfaces (on abordera brievement le cas des quadriques réelles), mais aussi des
groupes topologiques parmi lesquels les groupes matriciels qui feront ’objet de la sec-
tion [3] Intuitivement, cela revient a se demander si les objets que I’on considere sont
d’un seul tenant, ou bien constitués de plusieurs morceauz et dans ce cas, de combien.

L’essentiel des résultats théoriques et certaines applications sont tirés de [Que(7]
et [Dol13]. Pour les résultats plus spécialisés, d’autres ouvrages sont cités, notamment
[Rud09] pour I'analyse complexe ou [MT86] et [CG13] pour la section
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1 ESPACES TOPOLOGIQUES CONNEXES

La notation A LI B désignera toujours la réunion disjointe de A et B.

1 Espaces topologiques connexes

1.1 Connexité, définitions et premiers exemples

Définition 1.1 (Espace topologique connexe). Soit X un espace topologique. On a
équivalence entre :
(1) Si X = O; U Oy ot 01,0 ouverts dans X, alors O; = () ou Oy = 0.
(i1) Si X = Fy U Fy ou F, Fy fermés dans X, alors F; = () ou Fy = 0.
(i71) Les seules parties a la fois ouvertes et fermées de X sont () et X.
Dans ce cas, on dit que X est un espace topologique conneze.

EXEMPLE 1.2. La droite réelle est connexe. En effet, si R se partitionnait en deux
fermés (disjoints) A L B, alors soient a € A et b € B et

c:=sup{r, r € [a,b] N A}.

¢ est bien défini puisque I'ensemble de droite est non vide (a est dedans) et borné
(par b). Or, puisque A est fermé, ¢ € A. D’autre part, (¢,b] C B et comme B est
fermé on a aussi ¢ € B. D’ou ¢ € AN B, ce qui est contradictoire.

Le proposition suivante donne une caractérisation fonctionnelle utile de la notion
de connexité.

Proposition 1.3. L’espace topologique X est connexe si et seulement si toute appli-
cation continue ¢ : X — Z est constante.

PREUVE. (=) Soit z € X et n = p(z). Puisque {n} C Z est ouvert et fermé dans
Z et comme ¢ est continue, () # p~'({n}) C X est aussi ouvert et fermé. Or X est
connexe donc ot ({n}) = X et ¢ est constante (égale a n).

(<) Supposons que X se partitionne en deux ouverts X = O; LI Oy. Alors ¢ = 1,
est une application X — Z qui est continue (car les O; sont ouverts), elle est donc
constante. Ainsi, ou bien ¢ = 1 et Oy = (), ou bien ¢ = 0 et Oy = 0. O

REMARQUE 1.4. Dans I’énoncé précédent, on peut remplacer Z par n’importe quel
espace discret ayant au moins deux éléments. Typiquement, on choisira souvent {0, 1}.

Le proposition qui suit est une généralisation du résultat précédent et permet
d’appréhender une premiere technique de passage du local au global par connexité.

Proposition 1.5. Soient X et Y deux espaces topologiques. Si X est conneze et
p: X =Y est continue localement constante, alors ¢ est constante.

PREUVE. Soient z € X et y = ¢(x). Alors ¢~ '({y} C X est non vide et fermé dans
X car {y} C Y l'est dans Y et ¢ continue. Mais p—1({y}) est aussi ouvert puisque
¢ est localement constante. Par suite, o~ '({y}) = X et ¢ est constante. O
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1 ESPACES TOPOLOGIQUES CONNEXES

Définition 1.6 (Partie connexe). Une partie A d’un espace topologique X est dite
connexe lorsqu’elle 'est en tant que sous-espace topologique muni de la topologie
induite.

EXEMPLE 1.7. L'intervalle [0, 1] C R est une partie connexe de R. On peut le voir en
utilisant la propriété de la borne supérieure sur R dans une preuve similaire a celle
de la connexité de R.

CONTRE-EXEMPLE 1.8. Q n’est pas une partie connexe de R. En effet, sir € R\ Q,
alors Fy .= {q € Q, ¢ <r}et F} :={q € Q, ¢ > r} sont deux fermés (pour la
topologie induite), non vides, et qui partitionnent Q.

Une notion souvent utile (quoiqu’un peu moins classique) pour caractériser les
parties connexes est la notion de parties séparées (voir [Doll3| pour plus de détails) :

Définition 1.9 (Parties séparées). Deux parties M et N d’un espace topologique X
sont dites séparées lorsque

(MNAN)U(MNN)=0.

Proposition 1.10. Soit A une partie d’un espace topologique X . Il y a équivalence
entre :

(i) A est connexe

(i1) Si A se partionne en deux parties séparées (dans X) : A= MUN, alors M = ()
ou N = ().

A ce stade, on peut déja citer quelques résultats de nature topologique utilisant
la notion de connexité d’une partie et qui trouveront leur intérét dans les preuves de
certains résultats des sections suivantes.

ExXEMPLE 1.11. Les parties connexes de R sont convexes, ce sont donc des intervalles.
La réciproque est aussi vraie.

Théoréme 1.12 (Passage des douanes). Soit A une partie d’un espace topologique
X. Toute partie connexe C de X rencontrant lintérieur et lextérieur X \ A de A
rencontre OA.

PREUVE. [Que07] Si CNJA =0, alors C = (CNint A) LI (C' Next A). Ainsi, C se
partitionne en deux ouverts disjoints donc C' ne peut pas étre connexe. O

La proposition suivante, qui peut paraitre anecdotique, sera I’argument principal
de la preuve du théoreme de relevement [2.10}

Proposition 1.13. Soit ~ une relation d’équivalence sur un espace topologique connexe
X. Si toutes les classes d’équivalences de ~ sont ouvertes alors il n’y a qu’une seule
classe (qui est X tout entier).

PREUVE. Supposons que les classes sont ouvertes. Comme les classes d’équivalence
partitionnent l’espace, le complémentaire d’une classe est une réunion de classes
d’équivalence donc est ouverte. Par connexité de ’espace, le résultat suit. O
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1 ESPACES TOPOLOGIQUES CONNEXES

1.2 Stabilité

On étudie dans cette section la stabilité de la notion de connexité par des opérations
topologiques (passage a l’adhérence, réunion,...). Enongons d’abord un des résultat
fondamentaux que 1’on utilisera beaucoup par la suite :

Théoreme 1.14. Soient X et Y deux espaces topologiques et f: X — Y une appli-
cation continue. St X est connexe alors f(X) est une partie connere de Y.

PREUVE. On utilise la proposition 2t f(X) — {0,1} est une application
continue, alors on veut montrer que ¢ est constante. Mais puisque X est connexe et
que o f: X — {0,1} est continue, on a directement le résultat. O

Une application importante de ce résultat est le théoreme des valeurs intermédiaires
en analyse réelle. On conclut ce paragraphe en citant trois propriétés de stabilité < to-
pologique >.

Proposition 1.15. Soient (A;)ic; une famille de parties connexes d’un espace topo-

logique X telle qu’il existe ig € I pour lequel A; N A;y # O pour tout i € I. Alors |JA;
el

est connexe.

Proposition 1.16. Soit (X,,),en une famille d’espaces topologiques. Le produit [ [, Xn

est connexe pour la topologie produit si et seulement si X, est connexe pour tout

n € N.

Proposition 1.17. L’adhérence d’une partie conneze est une partie connexe.

Notons que l'intersection de deux parties connexes n’est pas forcément connexe.
Par exemple, l'intersection d’'un cercle et d’une droite dans R? est parfois égale i la
réunion de deux points disjoints : I'intersection n’est pas connexe elle est est constituée
de deux composantes connezxes.

1.3 Composantes connexes

Lorsque l'espace topologique X considéré (ou une de ses parties) n’est pas a priori
connexe, il est toujours possible de se ramener a des espaces connexes en considérant
les composantes connezres de X.

Définition 1.18 (Composante connexe). La composante connexe d'un point x € X
est le plus grand connexe contenant x :

Cax)= |J C

zeC

C' connexe
(Notons que C(x) est bien connexe en vertu de la proposition [1.15)).

La proposition suivante montre l'intéréet d’étudier ’espace ”composante par com-
posante”.



1 ESPACES TOPOLOGIQUES CONNEXES

Proposition 1.19. Les composantes des éléments d’un espace topologique sont fermées
et disjointes deux a deux. En particulier, elles partitionnent ’espace.

On peut naturellement se demander s’il existe une maniere la plus générale pos-
sible pour déterminer les composantes connexes d'un espace topologique. Une réponse
est donnée par les deux propositions suivantes (voir [Doll3] p.119).

Proposition 1.20. Si X = | |O; ot (Oj)jes est une famille d’ouverts connexes

j€J
disjoints deux a deuz, alors les O} sont les composantes connezes de X .
Proposition 1.21. 51 X = |_|JFJ ot (F})jes est une famille finie de fermés connexes
j€

disjoints deux a deuz, alors les F; sont les composantes connezes de X .

EXERCICE 1.22. Le graphe de I'hyperbole d’équation xy = 1 dans R? a deux com-
posantes connexes. Pour le voir, il suffit de ’écrire comme réunion disjointe de deux
fermés (les deux branches de I’hyperbole) chacun pouvant étre paramétré contintiment
par un réel variant dans un intervalle ouvert (donc connexe). En anticipant un tout
petit peu sur le paragraphe suivant, cela montre que ces fermés sont connexes par arcs
donc connexes et le résultat suit par la proposition précédente. En fait, la théorie des
formes quadratiques abordée brievement dans la derniere section permet de répondre
plus généralement a la question : combien l'ensemble q~*({1}) a-t-il de composantes
connexes lorsque q est une forme quadratique sur R 2

CONTRE-EXEMPLE 1.23. L’hypothese de finitude dans la proposition précédente est

essentielle comme le montre le contre-exemple suivant : R = | | {z}. Par ailleurs, on
zeR

ale :

Théoréme 1.24 (Sierpinski). Un espace métrique compact conneze ne peut pas étre

partitionné en une famille infinie dénombrable de fermés disjoints deuz a deux.[Doll 5]

Dans le cadre de ce texte, le théoreme précédent fait figure de curiosité topolo-
gique. Ca n’est pas le cas des deux résultats suivants. Le théoreme qui suit est im-
portant lorsqu’il s’agit de classifier des espaces en termes de connexité. En particulier
on justifie qu’il n’y a pas lieu dans ce cas de distinguer deux espaces homéomorphes.

Proposition 1.25. Un homéomorphisme h : X — Y entre deuz espaces topologiques
échange les composantes connexes de X et de Y.

Le théoreme suivant, d’apparence simple et intuitif, est en fait assez profond et
difficile & montrer. On consultera [Que07] chapitre 6 ou [GT96] pour une preuve dans
le cas général. Le cas d’une courbe C'! est un peu plus simple (voir [GT9§]).

Théoreme 1.26 (Jordan). Soit v une courbe C° fermée simple d’image J C R2.
Alors J¢ a deux composantes connexes : une composante bornée notée Cy et une
composante non bornée notée Cy vérifiant 0Cy = 0Cs = J.

EXERCICE 1.27. A part les résultats concernant la bornitude des composantes connexes,
le théoréeme de Jordan reste vrai lorsqu’on se place sur la sphere S? : il suffit d’envoyer
la sphere sur la plan par projection stéréographique relativement a un pole n’appar-
tenant pas au tracé de la courbe. Par contre, le résultat est faux sur un ruban de
Mobius.



1 ESPACES TOPOLOGIQUES CONNEXES

1.4 Connexité par arcs

La connexité par arcs est une notion plus faible de connexité mais généralement
plus maniable (car plus analytique). Dans les faits, les deux notions coincident sou-
vent, comme le montrera la proposition [1.35

Définition 1.28 (Connexité par arcs). Un espace topologique X est dit connezxe par
arcs lorsque pour tout (a,b) € X?, il existe une application v : [0,1] — X continue
telle que v(0) = a et y(1) = b.

EXEMPLE 1.29. La sphere S™ est connexe par arcs.

REMARQUE 1.30. A l'instar de ce qui a été fait dans les sections précédentes, il est
possible de définir les notions de parties connexes par arcs et de composante connexe
par arcs.

Proposition 1.31. Les implications suivantes rendent compte des différents niveauz
de classification des espaces topologiques :

convere = ¢€loilé = connexe par arcs =- connee.

CONTRE-EXEMPLE 1.32. L’adhérence de {(z,sin(1/z)), > 0} dans R? est connexe
mais pas connexe par arcs

EXEMPLE 1.33. Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles

Pour d > 2, enlever un nombre fini de points & R? ne change pas son caractére
connexe par arcs (ga n’est pas le cas en dimension 1). En fait, on peut en enlever
beaucoup plus, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.34. Si D C R? est un ensemble dénombrable, alors R*\ D est connexe
par arcs.

PREUVE. Soient z,y € R?\ D et A la médiatrice du segment [z, y]. On montre qu’il
existe m € A tel que le chemin 7,,([0,1]) := [z, m] U [m, y] soit tracé dans R*\ D.
Pour le voir, il suffit de remarquer que ’ensemble

{me A, ym((0,1]) N D # 0}

est au plus dénombrable (donc distinct de A tout entier) car D est dénombrable et

Pour conclure ce paragraphe, on montre que souvent, il y a équivalence entre
connexité et connexité par arcs. Notons que la preuve (qui utilise la proposition [1.13])
montre un peu mieux que la connexité par arcs : la connexité par lignes polygonales.

Proposition 1.35. Un ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est connexe par
arcs.

PREUVE. On considere la relation d’équivalence sur 'ouvert : x ~ y si et seulement
s'il existe une ligne polygonale joignant x et y. Les classes d’équivalences sont ouvertes
car autour de tout point de 'ouvert, on peut inclure une boule ouverte dans I’espace
de départ ouverte et chacun de ses points est relié au centre par un segment. On
applique la proposition [1.13] ]



2 PROLONGEMENT PAR CONNEXITE

2 Prolongement par connexité

Cette section plus analytique est dédiée a quelques exemples ou la notion de
connexité intervient dans le passage du local au global.

2.1 Trois théoremes d’analyse réelle

Voici trois applications de la notion de connexité en analyse réelle. Les preuves
partielles insistent sur 'argument de connexité.

Théoréme 2.1 (Darboux). Si f : R — R est dérivable sur R et si I est un intervalle
ouvert non vide de R, alors f'(I) est un intervalle de R.

PREUVE. [FGNQT7] On se place sur le connexe T' = {(x,y) € I?, y < x} et on regarde
les taux d’accroissement :
f@) - fy)

r—y
L’application 7 : T' — R est continue et son image est connexe : c¢’est un intervalle.
On obtient le résultat en écrivant :

T(T,y) =

7(T) € f'(1) € (D).

La premiere inclusion provient du théoreme des accroissements finis, la seconde de la
définition de la dérivée comme limite d’'un taux d’accroissement. O

Théoreme 2.2 (Cauchy-Lipschitz, unicité globale). Soit f : R"" — R", (t,y) —
f(t,y) continue et localement lipschitzienne en y. Si y; et yo sont deux solutions sur
un intervalle I de l’équation différentielle y'(t) = f(t,y(t)) avec les mémes conditions
initiales, alors yy et ys coincident sur tout l’intervalle I.

PREUVE. On montre 'unicité en considérant ’ensemble :

A={tel, y(t) =)}

Il est non vide car les deux solutions coincident initialement. Il est fermé par continuité
des solutions et ouvert en invoquant le théoreme d’existence locale. Par connexité

A=1. O

Théoréme 2.3 (d’inversion globale de Hadamard-Levy). Soit f : R" — R™ de classe
C?, de différentielle inversible en chaque point et telle que || f(x)|]] —> +oo. Alors

||| =400
f est un C*-difféomorphisme de R™.

PREUVE. [ZQ07] On se rameéne a montrer 'existence d’une fonction continue g :
R™ — R” surjective telle que f(g(y)) = y pour tout y € R". g est donnée comme la
solution d’un systeme différentiel. La seule chose qui reste a montrer est la surjectivité
de ¢ : on montre que son image est a la fois ouverte et fermée et on conclut par
connexité. O]



2 PROLONGEMENT PAR CONNEXITE

2.2 Quelques résultats d’analyse complexe

Plusieurs résultats fondamentaux en analyse complexe entretiennent des liens plus
ou moins étroits avec le théoreme de Jordan[1.26| Les quelques énoncés qui suivent en

sont de brefs exemples. Les preuves manquantes de ces énoncés peuvent étre trouvées
dans [Rud09].

Proposition 2.4. Soit v courbe fermée C' par morceauz d’image v* tracée dans
R? ~ C. Alors la fonction indice de 7y :

1 d
Indvzar—>—/ c
¥

2um zZ—a

est constante a valeurs entiéres sur chaque composante connexe de (y*)°.
Une conséquence fondamentale de cette derniere proposition est le :

Théoréme 2.5 (Formule de Cauchy). Soit vy un chemin fermé dans un ouvert convexe
Q de C et soit f holomorphe sur Q. Si z € Q et si z ¢ ~v*, on a :

f(€)
s

La notion de connexité intervient aussi lorsqu’il s’agit de prolonger des fonctions
holomorphes.

) Indy () = 51—

Théoréme 2.6 (Principe des zéros isolés). Soient Q0 un ouvert conneze du plan
complexe et f holomorphe sur Q). Notons Z(f) U'ensemble des zéros de f dans Q.
Alors, ou bien Z(f) = Q, ou bien Z(f) n’a pas de point d’accumulation dans Q) et est
au plus dénombrable.

En particulier, du principe des zéros isolés découle le :

Corollaire 2.7 (Unicité du prolongement analytique). Si f, g sont holomorphes sur
un ouvert connexe € du plan complexe et coincident sur un ensemble contenant un
point d’accumulation, alors f = g sur €.

EXEMPLE 2.8. La fonction ¢ : s — Y -, & définie sur {Re(s) > 1} admet un unique
prolongement holomorphe a {Re(s) > 0} \ {1}.

EXERCICE 2.9. Une fonction f € C°(R) dont la transformée de Fourier est aussi C*
a support compact est nulle. En effet, compte-tenu de la régularité, on peut écrire :

weR,ﬂQZAfma%%m

Mais cette expression prolonge f en une fonction holomorphe dans tout C, c’est le
théoreme d’holomorphie sous I'intégrale : I'intégrande est ici clairement mesurable par
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rapport a x pour tout ¢ et holomorphe en ¢ pour (presque tout) x. La domination
sur tout compact K de C ne pose pas de probleme puisque f est a support compact :

[f(@)e ™| = [ f(2)e*™ ] < |f(2)]e*™ Lpn (2) € L'(R)

ou K C B(0,a) et Supp f C B(0,b), a,b > 0. Par le principe des zéros isolés, si f
est a support compact, f s’annule sur un intervalle de R non réduit & un point donc
f =0 sur tout C. On conclut par le théoreme d’inversion de Fourier :

VreR, f(z)= / F(&)e¥mede = 0.
R

2.3 Le théoreme de relevement continu suivi de quelques ap-
plications

Le théoreme de relevement continu, qui fait I’'objet de ce paragraphe, permet de
pallier dans certains cas a l'absence d’un logarithme continu dans le plan complexe.
La connexité intervient ici pour prolonger une fonction définie a priori localement sur
un connexe de R. Parmi les applications de ce théoréme, on citera quelques problemes
liés a la topologie algébrique et aux déformations continues des lacets dans le plan
complexe. Le théoreme de Borsuk-Ulam en sera une courte illustration.

Théoréme 2.10 (Relevement continu). Soient [a,b] un intervalle de R et 6, € R.
On considére v : [a,b] — U une application continue telle que

v(a) = ™.
Alors il existe une unique application continue 6 : [a,b] — R envoyant a sur 0y telle
que 4

vt € a,b], y(t) = 90, M)

Une application continue [a,b] — U vérifiant s’appelle un relevement continu
de 7. Le lemme suivant sera important :

Lemme 2.11. Soient 61,05 € R(y). Alors la fonction 01 — 6 est une constante
appartenant a 274.

PREUVE. On a pour tout t € I, 0;(t) — 02(t) € 27Z par définition d’un relevement.
Puisque 6; et 6, sont des relevements continus et que 'image d’un connexe par arcs
par une fonction continue est connexe par arcs, la conclusion est immédiate. O

En particulier, si on reléve v sur deux sous-intervalles de [a, b] d’intersection non
vide, il est possible de prolonger de facon unique chacun de ces relevements a la
réunion des deux sous-intervalles.

PREUVE (DU THEOREME DE RELEVEMENT CONTINU). L’unicité d’un tel relevement
découle du lemme[2.11]'| Bien qu’il n’existe pas de fonction argument qui soit continue

1. Puisque R est un revétement de U via 6 — €%, c’est aussi un cas particulier du théoreme

d’unicité des relévements en topologie algébrique, qui se prouve aussi par un argument de connexité !
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sur tout C*, il est facile d’en construire une sur n’importe quel plan fendu C\ R_e™.
Cette remarque permet de construire pour tout ¢ € I un relevement local de v res-
treint a un voisinage de t. La preuve consiste ensuite a globaliser la construction par
connexité.

Etape 1. Soit t € I. Par continuité de v, il existe un intervalle ouvert I, C [a, b]
contenant t et tel que v(1;) C U\ {—~(¢)}. Sur le plan fendu C \ R_~(¢), on définit
une fonction argument continue 0,4 : C\ R_v(t) = R. ©,4) oy est un relevement
continu de 7/y,.

Etape 2. On définit sur [a,b] la relation ¢ ~ #' si et seulement s'il existe un sous
intervalle de I contenant ¢ et ¢ sur lequel 7 se releve continiiment!} Cette relation est
clairement symétrique, elle est réflexive grace a I’étape 1 et comme on peut prolonger
les relevements elle est aussi transitive. C’est donc une relation d’équivalence. De plus,
toujours grace a l’étape 1, il est facile de voir que les classes de ~ sont ouvertes. Par
connexité de [a, b], il n’y a qu’une seule classe qui est [a, b] tout entier. En particulier
a ~ b et le théoreme est prouvé. O

REMARQUE 2.12. Dans le cas d'une courbe C!, la preuve est beaucoup plus simple :
en différentiant la relation v(t) = ¢?® on voit qu'il suffit de poser :

0(t) = 0 +/0 v (s)/v(s)ds.

Grace au théoreme de relevement continu, on va définir la notion de degré d’un
lacet C? qui généralisera la notion d’indice vue dans le cas C (proposition [2.4)).

Définition 2.13 (Degré d’un lacet, d’'une application). Soit 7 : [a,b] — C* un lacet.
On appelle degré de v 'entier
0(b) — 0(a)
2m

ou 6 est un relevement quelconque de v/|y|. On définit le degré d’une application
continue f : U — C* comme le degré du lacet :

fite[—ma]— f(e?).

Lemme 2.14 (Le degré est localement constant). Soient 1 et vo deuz lacets tracés
sur C*. Si |71 — 72lloo < [|71]loo @lors 1 et o ont méme degré.

PREUVE. La condition implique que |22 — 1] < 1. Donc le lacet 72/71 est tracé
dans le plan fendu C\ R_ et est donc de degré nul. Et il est facile de voir que

deg(v2/71) = deg(72) — deg(m1).

2. i.e. la restriction de vy a ce sous-intervalle admet un relévement continu

11



3 UN AUTRE POINT DE VUE : CONNEXITE DANS LES ESPACES DE MATRICES

Le théoreme suivant possede une interprétation amusante : a chaque instant, il
existe sur Terre deux points antipodaux en lesquels la pression et la température sont
les mémes.

Théoréme 2.15 (Antipodensatz de Borsuk). Soit g : S* — R? une application
continue. Alors il existe un point w € S? tel que g(w) = g(—w).

PREUVE. On définit les applications continues p : D — S? par :

vz €D, p(z) = (Re(z),Im(2), v/1 — Re(2)? — Im(2)?)
et f:D — R? par:

VzeD, f(z)=yg(p(z)) - g(—p(2)).

La restriction de p a U est impaire, tout comme celle de f. Avec les notations
précédentes, cela signifie que pour tout t € [—m, 7|, f(t +m) = —f(t). Cela en-
traine facilement que le degré de f est impair.

Si f ne s’annulait pas sur D, alors considérons I’homotopie

H(s,t) == f(se")/|f(se")]

qui est une fonction continue en s et en ¢. Ainsi, s — deg(H(s,-)) est continue.
Comme elle est a valeurs dans Z elle est constante. Or, H(0,-) est de degré nul et il
en est de méme pour H(1,-) = f. Mais 0 n’est pas impair, d’ou contradiction. O

Les mémes arguments conduisent au théoreme de Brouwer pour le disque fermé
D : il suffit de voir qu’il n’existe pas de retraction de D sur U (ou de facon équivalente
que l'identité sur U, qui est impaire, ne peut pas se prolonger en une fonction continue
qui envoie D sur U). Pour conclure, on suppose par 'absurde qu'il existe ¢ : D — D
sans point fixe et & tout point z € D on associe r(z) le point d’intersection de U et
de la demi-droite d’origine ¢(z) et passant par z. L’application r ainsi définie est une
rétraction : c¢’est impossible (voir [GT90]).

3 Un autre point de vue : connexité dans les es-
paces de matrices

La connexité est une notion purement topologique. En particulier, ses champs
d’application dépassent le seul cadre de I'analyse : on donne dans cette derniere
partie quelques exemples concernant les groupes topologiques matriciels.

3.1 Groupes de matrices

Définition 3.1 (Groupe topologique). Un groupe topologique est un groupe G munie
d’une topologie séparées pour laquelle le passage & l'inverse g — g~ ! et le produit
(g,h) — g - h sont des applications continues.

12
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EXEMPLE 3.2. Pour n’importe quelle norme sur M, (R) ou M, (C) les groupes
GL,(C), SL,(C), O,(R), SO,(R)...sont des groupes topologiques.

Proposition 3.3. Si G est un groupe topologique et H un sous-groupe tel que G/H
est connexe, alors G est connezxe.

Théoreme 3.4. On dispose des résultats suivants pour les groupes matriciels usuels :

GL,(C) est ouvert conneze par arcs

GL,(R) a deuz composantes connexes par arcs :

GLY(R) = {M € GL,(R), det(M) > 0} et GLZ(R) = {M € GL,(R), det(M) < 0}

SL,(R) et SL,(C) sont connezxe par arcs

SO, (R) est conneze par arcs, c’est l'une des composantes connezes de O,(R) (la
seconde étant O, (R) = {M € O,(R), det(M) = —1}).

EXEMPLE 3.5. On montre que I’ensemble des projecteurs P,(C) de M,,(C) an+1
composantes connexes qui sont les projecteurs de rang r pour r € {0,...,n}.

Le théoreme suivant est un résultat de théorie des groupes dont la preuve repose
essentiellement sur un argument de connexité.

Théoréme 3.6. SO3(R) est simple.

PREUVE. La preuve est tirée de [FGNOS].
Etape 1 : Dans le cas d’un sous-groupe connexe.

Soit G un sous-groupe connexe par arcs de SO3;(R) non réduit a {Id}. Si G «
SO3(R), on montre que G = SO3(R) en montrant qu’il contient tous les retourne-
ments (i.e. les rotations d’angle 7). Comme les retournements sont conjugués dans
SO3(R), il suffit de montrer que G en contient un pour qu’il les contienne tous. Dans
une base adaptée, g € SO3(R) peut s’écrire :

cosf@ —sinf 0

g=| sinf cosf 0
0 0 0
et I'application
Trg — 1
g € SO5(R) — a2 = cosf

est continue. On commence par trouver une rotation dont ’angle 8 vérifie cosf < 0 :

e Soit g € G d’angle 6 €]0,7/2[. Si cosf < 0, on a fini. Sinon on montre qu'il existe
N € N tel que N6 soit dans [7/2, 7|. En effet :

m m m
— < No < — <N —
A
et N = |n/0] convient. Notons s = ¢V € G.

13
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e Comme G est connexe par arcs, il existe un chemin continu v, tracé dans GG, joignant
Id & s. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢y € [0, 1] tel que angle
de r := v(tg) € G soit /2. Et r? € G est un retournement.

FEtape 2 : On se rameéne au cas connexe.

Soit G un sous-groupe de SO3(R). Soit Gy la composante connexe par arcs de Id
dans G.

e (G est un sous-groupe de G car si g,h € Gy sont respectivement reliés a Id via
des chemins continus v et 7 tracés dans G, alors t — ~(¢)7'(t)"! est un chemin
continu (car I'inverse est continu dans un groupe topologique), tracé dans G, qui
relie gh=! & Id.

e Si GaSO3(R) alors Go<SO3(R). En effet, si h € SO3(R) et g € Gy, en prenant vy
en chemin tracé dans G reliant contintiment g & Id, on voit que t — hy(t)h™' € G
est un chemin reliant continiment Id & hgh~! donc ce dernier appartient a Gy.

Etape 3 : Conclusion.

Soient G un sous groupe distingué de SO3(R) et G la composante connexe par
arcs de Id dans G qui est un sous-groupe distingué de SO3(R) par I'étape 2.

e Si G n'est pas réduit a {Id} alors I’étape 1 montre que Gy = SO3(R) et donc
G = SO;3(R).

e Si Gy = {Id}, alors les composantes connexes par arcs de G sont des singletons car
si g,h € G sont dans la méme composante reliés par un chemin continu -, alors

t — h=1y(t) relie continiiment h~'g & Id donc h™'g € Gy = h = g. On conclut en
montrant que G est réduit a {/d} : si g € G, I'application :

h € SO3(R) + hgh™' € G

est continue et a valeurs dans G car G est distingué dans SO3(R). Comme SO3(R)
est connexe par arcs, I'image de cette application I'est aussi : elle est réduite a {g}.
En particulier g commute & toutes les rotations| donc g = Id.

O

3.2 Une application en algebre linéaire : une propriété de
I’exponentielle matricielle

Commencgons par un théoreme qui illustre bien le caractere < globalisant > propre
aux espaces connexes. Ici I'existence locale donnée par le théoreme d’inversion locale
est globalisée automatiquement par connexité a I’étape 3. Notons d’ailleurs que cette
derniere étape n’est pas spécifique au probleme énoncé ici mais décrit une propriété

3. Le centre de SO3(R) est trivial car si h est une rotation d’angle A et g € Z(SO3(R)), on a
ghg~! = h. Mais ghg™! est une rotation d’angle g(A) donc g fixe toutes les droites donc est une
homothétie. En dimension impaire, on a nécessairement g = Id. En dimension paire, il y a aussi
—Id donc en particulier, les SO, (R) ne sont pas simples.

14
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générale des groupes de matrices. Le méme argument est utilisé dans [GT96] pour
montrer la simplicité des SO, (R).

Théoréme 3.7. Soit A € M,,(C). Alors, exp(C[A]) = C[A]NGL,(C). En particu-
lier, exp : M, (C) — GL,(C) est surjective et un antécédent de A € GL,(C) est un
polynome (complezxe) en A.

PREUVE. La preuve est tirée de [Zav13].

Etape 1 : Quelques résultats préliminaires.

e On commence par observer I’égalité C[A]* = C[A] N GL,(C) ou C[A]* est le
groupe des inversibles de C[A]. Seule I'inclusion D pose question : il s’agit de voir
que l'inverse d’une matrice M est un polynome en M (en effet le coefficient constant
de son polynome minimal est non nul : py; = a+XP et M~ = —P(M)/«a). Ainsi,
I'inverse d'un élément de C[A] N GL,(C) reste dans C[A] (c’est un polynome de
polynéme en A)

e Pour tout M € M, (C), exp(M) € C[M] : en effet, c’est une limite dans M,,(C)
(pour la norme d’algebre) d’éléments de C[M] qui est un sous-espace vectoriel de
dimension finie donc fermé. En conséquence,

exp : C[A] — C[A]*

est un morphisme de groupes.

e C[A]* = C[A] Ndet ! (R*) est un ouvert de C[A]. Il est aussi connexe par arcs
(donc connexe) car si M, N € C[A]*, la fonction

z€ C—det(zM + (1 —2)N)

est polynomiale en z et non nulle donc admet un nombre fini de zéros. 0 et 1 ne
sont pas des zéros de ce polynoéme donc on peut construire une courbe z(t) € C
reliant 0 et 1 en évitant ces zérosfl Ainsi

te0,1] s 2()M + (1 — 2(t))N

X

est une courbe tracée dans C[A]* reliant continiment N et M.

E’tape 2 :exp est localement un difféomorphisme

Comme la différentielle de exp : M,,(C) = GL,,(C) en 0 est I'identité de M,,(C),
on a aussi en restreignant exp : C[A] — C[A]* :

d eXp(O) = idC[A].

En particulier cette différentielle est bijective et le théoreme d’inversion locale assure
I'existence de deux ouverts U C C[A] et V C C[A]* contenant respectivement 0 et

4. On montre méme que R?\ D ott D est dénombrable est connexe par arcs
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Id tel que exp : U — V soit un difféomorphisme. Comme exp est un morphisme de
groupes, le résultat demeure au voisinage de chaque point M € C[A4] :

exp: M +U — exp(M)V

est un difféomorphisme.
Etape 3 : un argument de connexité pour conclure.

L’étape 2 implique en fait que exp(C[A]) est un ouvert de C[A]*. Mais c’est aussi
un fermé en remarquant que

CIA] \ exp(ClA]) = U M exp(C[A])
MeC[A]* \exp(C[A])

(I'inclusion D se prouve par contraposée). En vertu de la connexité de C[A]*, on
conclut que
exp(C[4]) = C[A]* = C[A]NGL,(C).

Citons une application de ce résultat :
Proposition 3.8. L’image par lapplication exponentielle de M,,(R) est I’ensemble
exp(M,(R)) = {4?, AcGL,(R)}.

PREUVE.

C : 11 suffit de remarquer que exp(M) = exp(3 M)
D : Soit M = A? ot A € GL,(R). 1l existe un polynome P € C[X] tel que A =
exp(P(A)). Comme A est réelle, on a aussi exp(P(A4)) = A = A et donc

exp((P + P)(A)) = A2 = M.

2

]

3.3 Une application en algebre bilinéaire : les composantes
connexes des quadriques réelles

Pour terminer, revenons a lexemple [1.22] vu comme un cas particulier de la
théorie des formes quadratiques. Il s’agit ici d’étudier certains groupes d’isométries.
Prenons deux entiers p, ¢ dont la somme vaut n et O(p,q) C GL,(R) le groupe des
isométries de la forme quadratique standard sur R™ de signature (p, q) :

O(Z% Q) = {M S Merq(R)? tMIon = Ip,q}

I 0
Ip,q::( 67 _[q>.

Le théoreme fondamental est le suivant :

ou I, , désigne la matrice :
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Théoreme 3.9. [l existe un homéomorphisme :
O(p,q) = O(p) x O(q) x R™.

La preuve de ce théoreme est un peu longue et repose essentiellement sur le
théoreme de décomposition polaire. Comme elle ne concerne que les formes quadra-
tiques, on l'omet ici. On pourra la trouver dans [Zav13|] ou [CG13].

Corollaire 3.10. Sip et q sont non nuls, alors O(p, q) a quatre composantes connexes
par arcs.

PREUVE. On a vu que O,(R) a deux composantes connexes. On conclut avec la
proposition [1.16] O

On appelle composante neutreE] de O(p,q) la composante connexe de l'identité
et on la note SOy(p, q). On peut montrer (voir [CG13]) que c¢’est un sous-groupe de
O(p, q) d’indice 2, il est donc distingué et le quotient est donné par :

O(p,q)
m ={lpq, 9,1, gh}
ou on peut choisir pour représentants :
-1
1 1 .
9= . et h= (2)

-1

On est maintenant en mesure d’apporter une réponse a la généralisation du
probleme soulevé par Iexemple [1.22] & savoir <« Combien de composantes connexes
a la quadratique réelle ¢~ 1({1}) ou q est une forme quadratique réelle de signature
(r,s) ?>. La réponse est donnée par le théoreme suivant. On ne donnera que les
grandes lignes de la preuve qui repose sur une étude un peu fine des formes quadra-
tiques et dépasse largement le cadre topologique de ce texte.

Théoréme 3.11. Siq est une forme quadratique réelle de signature (r, s) avec r+s =
n, alors le nombre k de composantes connezes de la quadrique € = ¢~ ({1}) est donné
par :

0 str=0
k=< 1 sir>2
2 sir=1

PREUVE (IDEES). On va se contenter de lister les grandes étapes de la preuve, la-
quelle est adaptée de l'exercice VI.B.8 de [CG13] et d'un texte de Lucien HENNECART.

5. Il ne s’agit pas de O(p,q) N SL,(R)
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(1)

Grace a la loi d’inertie de Sylvester, on sait déja que € a au plus 2 composantes
connexes et on peut sans perte de généralité se ramener a étudier la quadrique :

¢=q ' ({1})={ai+...+al—al, —...— a2} =1}

On montre que O(r, s) agir transitivement sur ¢ : pour cela, on remarque que si
z,y € € alors, puisque ¢(z) = q(y) =1,

a'Rx—>Ry
o — oy

est une isométrie que le théoreme de Witt nous autorise a prolonger en une
isométrie u € O(r, s) telle que u(z) = y.

On étudie maintenant 'action de SOy(r, s) sur les composantes connexes de €.
Si A est une telle composante connexe, alors I'action :

SOy(r,s) x A — &
(9,a) — ga

est continue et par connexité de A et SOy(r,s), on déduit que pour tout g €
SOq(r,s), gA C A. En particulier, on vient de montrer que SOq(r,s) stabilise
toutes les composantes connexes de % . Ce fait est aussi valable pour les autres
composantes connexes de O(r, s).

En notant E I'ensemble des composantes connexes de %, on en déduit que le
quotient O(r, s)/SOy(r, s) agit sur les composantes connexes de €. D’ott un mor-
phisme :

O(r,s)
———— — &(F).
SOq(r, s) (E)
On considere maintenant les éléments e = (1,0,...,0) € € et f = (—1,0,...,0) €
%. A Taide des représentants explicites (2)), on remarque que {C(e), C(f)} est
stable sous l'action précédente, ou on a noté C(e) et C(f) les composantes
connexes respectives de e et f.

On peut conclure. Si r = 1, alors, e et f sont dans deux composantes connexes
distinctes : il suffit de voir que la projection sur la premiere composante de &
contient des éléments positifs (il y a 1 en considérant e) et des éléments négatifs
(il y a-1 en considérant f) mais ne contient pas 0. Par continuité de la projection,
e et f sont dans deux composantes connexes distinctes. Maintenant, si r > 2,
alors, intersection de € avec 'hyperplan {(x1, 72,0,...,0), (z1,72) € R?} est un
cercle, donc est connexe et e et f sont dans la méme composante connexe. Comme
O(r, s) agit transitivement sur €, il n’y a qu’une seule composante connexe.

]
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