SUR LA PROPORTION DES COUPLES D’ENTIERS
PREMIERS ENTRE EUX.

Pour n € N*, on note r,, la proportion des couples d’entiers de {1, ..., n} formés d’entiers
premiers entre eux.

Proposition. Si p désigne la fonction de Mébius, on a :

En particulier :

PREUVE. On note A, I'ensemble des couples (a,b) € {1,...,n}? tels que a Ab = 1. On a
donc :

Card A,
Tn = ——5—.
n
Soient pi,...,pr les nombres premiers inférieurs a n et U; 'ensemble des couples (a,b) €

{1,...,n}? tels que p +i|a et p;|b, On a donc :

A= (UU)

On utilise la formule du crible pour calculer le cardinal de A, :

k
Card (U Ui> = Z (—1)tFCardl carq (ﬂ Ui> .

i=1 0#AIC{1,....,k} i€l
Maintenant, si I C {1,...,k} est non vide, I'intersection des U; pour ¢ € I est exactement
I'ensemble des couples de multiples strictement positifs de [],.; p; inférieurs ou égaux a n.
On a donc : ,
n
Card Uz == \‘ J .
Ainsi :

Card A, = n?— Z (—=1)1+Card ! Card (ﬂ UZ-)

0£IC{1,....k} iel
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— n2_ _N\I4Cardl | T | n |2
- n S (- {H' piJ _Zﬂ(d){dJ .
0AIC{1,....k} i€l d=1

On en déduit la formule pour 7,. Pour le calcul de la limite, on aura besoin du :

1 st n=1

Lemme. Pour tout entier n € N*, Zu(d) = { 0 si n>9

din



PREUVE. Il n’y a rien a prouver pour n = 1 et si n > 2, on écrit sa décomposition en
facteurs premiers :

k
o=IIn
=1

de sorte que

k
k i
Su@ =3 (})-0 =a-vF=o,
din =0
O
Maintenant, on écrit :
" p(d) - 1 ni2 1
| = o (G [G) - 3
d=1 d=1
Puis on utilise la majoration :
n n 1 2 1 1nj2 1
L —1 - = 2] - =20
3l >3 n? dn n?ldl T a2
pour continuer
" p(d) /2 1 2e-~1 1 Inn
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Enfin, par sommabilité des séries en question, on applique le théoreme sur le produit des

séries :
“+oo +0o0
pu(d) 1\ w(d) p(d)
< 2 ) (Zn2 - Z (dn)? - Z m2
d=1 n=1 dn>1 d>1,d|m
p(d) 1
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D’ou la conclusion. O
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