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Cher lecteur,

J’ai rassemblé ici ’ensemble des développements que j’ai préparés et consciencieuse-
ment rédigés pendant un an. A Pinstar des plans, ceux d’analyse et probabilités sont peut
étre un peu plus ambitieux et j’espere, de meilleure facture. Beaucoup de développements
m’ont servi d’aide-mémoire pour les plans et contiennent donc parfois un peu plus que
ce que je prévoyais de présenter. La derniére partie contient des développements que j’ai
abandonné en cours de route, parfois avec soulagement, souvent avec regret. Il s’agit donc
principalement de développements que je juge intéressants mais dont la constitution heurte
les exigences cadenassées d’un concours. Ou alors ils étaient trop difficiles. Ou nuls.

La plupart de ces développements ont été élaborés en Collaborationlﬂ (ou au moins re-
lus) avec mes camarades que je remercie ici : Grégoire CLARTE, Gabriel LEPETIT, David
MICHEL, Alexandre EIMER entre autres et par pdf interposés les agrégatifs des années
précédentes, Adrien LAURENT et Florian LEMONNIER en téte.

Ce document fait partie d’un triptyque : un autre document contient quelques conseils
bibliographiques et un troisieme la plupart des plans rédigés cette année, numérisés et
commentés.

1. C’est a dire que j’ai honteusement tout recopié sur eux.
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1 ALGEBRE

1.1 Autour des endomorphismes semi-simples

On se place dans F, un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Définition. On dit que f € L(E) est semi-simple lorsque tout sous-espace vectoriel de E
stable par f admet un supplémentaire stable par f.

Lemme. Soit L/K une extension de corps. Alors Il;x =1l; ..

PREUVE. C’est une conséquence de I'indépendance du rang vis a vis du corps de base (qui
provient de 'indépendance du résultat du calcul des mineurs). Maintenant, on a déja :

My [y x

et comme ces polynémes sont unitaires, il suffit de montrer qu’ils sont de méme degré pour
conclure. Or, le degré du polynéme minimal de f sur L est égal au rang de la famille

(id, f,..., f* 1) dans L(FE) qui est un espace vectoriel de dimension finie n2. Comme le
rang ne dépend pas du corps de base et quitte a tout mettre dans une grosse matrice, on
en déduit 1’égalité annoncée. O

Lemme. Soit F' un sous-espace stable par f. On note Ily = P{* ... P . On a :
T
F=P [Kerpfi(f) N F}
i=1
PREUVE. Par le lemme des noyaux, on sait que :

F= @Kerp (flr) = é[KerPo” mF]

=1 =1
]

Théoreme. Un endomorphisme f est semi-simple si et seulement si son polynome minimal
Iy est un produit de polynomes irréductibles unitaires distincts deuz a deuz.

PREUVE. Progressivement :
Etape 1. Lorsque 11y est irréductible.

On va montrer que f est semi-simple, considérons donc F' un sous-espace stable par f.
Si F = E, il n’y a rien & faire. Sinon, soit x € E \ F et

Ey ={P(f)(z), P e K[X]}.
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Clairement E, est stable par f. Pour conclure et quitte a itérer le processus, il suffit de
montrer que
F et E, sont en somme directe.

L’idéal I, = {P € K[X], P(f)(x) = 0} est non réduit a 0 (il y a IIy) et principal donc il est
engendré par un unique polynéme unitaire II,. Comme I, |II¢, ce polynome est irréductible.

Soit y = P(f)(x) € E; N F que 'on suppose non nul. Alors P ¢ I, c’est a dire que
II, ne divise pas P et comme il est irréductible, P et II, sont premiers entre eux. Par le
théoreme de Bézout, on peut écrire :

UP+ VI, =1.

On trouve :
2 =U(f)o P(f)(@) = U(f)(y) € F car y € F.

C’est absurde!

Avant de continuer, voici une seconde preuve plus ocnceptuelle de cette premiere étape :
comme IIy est irréductible, on peut considérer le corps L = K[X]/(II¢) et munir £ d’une
structure de L-espace vectoriel en posant P-x = P(f)(x). On note Ef, cette nouvelle struc-
ture et Fx 'ancienne. On vérifie immédiatement que F' C Ex est un sous-espace vectoriel
stable par f si et seulement si F' C Ey, est un sous-espace vectoriel. Il suffit de considérer
G un supplémentaire de F' dans Ef..

Etape 2. Cas général, condition nécéssaire.

Soit f € L(E) un endomorphisme semi-simple de polynoéme minimal II; = P ... P,
Supposons qu’il existe a; > 2. On écrit alors Iy = P2Q.

F = Ker P(f) est un sous-espace stable par f qui admet un supplémentaire stable noté
S.Six e S, alors

o 1;(f)(z) = P(H)P()Q(f)(x) = 0 donc P(f)Q(f)(x) € F.
e S est stable par f donc P(f)Q(f)(x) € S.
Finalement, P(f)Q(f)(z) € FNS = {0} et P(f)Q(f) s’annule sur S.

Mais P(f)Q(f) = Q(f)P(f) donc par définition de F', P(f)Q(f) s’annule aussi sur F.
Puisque F et S sont supplémentaires, le polynéome P(Q annule f ce qui contredit la mini-
malité de ITy.

Etape 3. Cas général, condition suffisante.

Soit f € L(E) dont le polynéme minimal est de la forme II; = P;...P. ou les P;
sont des polynoémes irréductibles distincts. Soit F' un sous-espace stable par f. Pour tout
i € {1,...7}, FNKer P;(f) est stable par f|ke p,(f)- Puisque P; est un polynome irréductible
qui annule f[ker p,(f), c’est le polynome minimal de f|ke p,(f). La premiere étape fournit
I'existence d'un sous-espace S; stable par f|ke p,(f) (donc par f) tel que :

Ker P(f) = (F N Ker P(f)) N .
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Il suffit d’écrire :

@ési:F@S

i=1

i=1 =1

E = @ [F N Ker P(f) ® Si] = [@ (F N KerR(f))

et S est stable par f qui est donc semi-simple. O

Lorsque K est algébriquement clos, les polynémes irréductibles sont de degré 1 donc f
est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable. On note maintenant M la matrice
de f dans une base et on dit qu’elle est semi-simple lorsque f l'est.

Théoreme. Sile corps K est de caractéristique nulle, alors M est semi-simple si et seule-
ment s’il existe une extension L/K dans laquelle M est diagonalisable.

PREUVE. Soit K de caractéristique nulle et L /K une extension de corps. On commence
par montrer que M est semi-simple sur K si et seulement si M 'est sur L (ici, M est a
coefficients dans K). Le polynéme minimal de M sur K est le méme que celui de M sur L.
11 suffit donc de montrer que Il est sans facteur carré dans K[X] si et seulement s’il est
sans facteur carré dans L[X].

Dans un corps de caractéristique nulle, P est sans facteur carré équivaut a P A P’ = 1.
Mais comme le calcul du pged s’effectue dans K, le fait que P et P’ soient premiers entre
eux ne dépend pas du corps considéré.

Prouvons le théoréeme : supposons que M est semi-simple dans K. Alors soit L un corps
de décomposition de IIj; € K[X]. Dans L[X], le polynome Il est scindé & racines simples
donc M est diagonalisable. Réciproquement, si M est diagonalisable dans L alors M est
semi-simple dans L et on vient de montrer que ce fait était équivalent a la semi-simplicité

de M sur K. O

Références.
X. Gourdon, Algebre
V. Beck, J. Malick, G. Peyré, Objectif Agrégation

122 Anneaux principaux. Applications. (allez...)

141 Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et
applications.

153 Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’'un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

154 Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

155 Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
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1.2 Autour du déterminant de Cayley-Menger

C’est trés joli quand on a compris. La prewve de la premiére proposition est a la fois
astucieuse et calculatoire et méritent donc d’étre admise. On doit pouvoir mentionner ce
résultat dans les legcons de géométrie affine. Je n’ai pas compris le truc de Zavidovique avec
la récurrence d’ordre 2, pour moi Uordre 1 suffit mais ¢a n’est pas trés important je crois.

On se place dans R™ muni de structure affine standard.

Définition. Soient z, ..., x, des points de R" et d; ; = ||x; — x| les distances associées.
Le déterminant de Cayley-Menger est défini par :

o 1 ... 1

1 . d?

D(xoy ..., xn) = b
d7'27]
1 0
0 1

C’est un déterminant de taille n 4 2. On convient que I'(zg) = ‘ ‘ =-1.

1 0

Notons bien qu’on a seulement besoin des distances (d; ;) pour définir un déterminant
de Cayley-Meger et pas des points. C’est précisément le but du théoreme de montrer le lien
entre les deux.

Proposition. La volume du pamllélogmmmelﬂ défini par les points xq, . .., x, vérifie :
-1 n+1
det(ml — X0y, Ty — m0)2 = (2)nr(930, ) $n)-

Théoreme. Soient (d; j)o<ij<n des réels positifs vérifiant :
Vi 75 7 d@j = djﬂ' >0 et dm‘ =0.

1l y a équivalence entre :

(1) Il existe des points xg,...,x, € R™ qui sont les sommets d’un simplexe non dégénéré
avec di j = ||z; — xj]).
(2) Pour toute sous-famille iy, ..., i, le déterminant de Cayley-Menger associé aux dis-
tances (d;, i, )1<pq<k €st de signe (—1).
L’implication (1) = (2) est donnée par la proposition précédente. On ne prouvera donc
que la réciproque.

PREUVE. On va procéder par récurrence sur la dimension n de I’espace ambiant. En di-
mension 1, on place un point xg n’importe ou puis un autre point a la distance voulue, le
déterminant de Cayley-Menger associé vaut 2d?> > 0 et si on ne prend qu’un point on se
rappelle qu’on a convenu qu’il valait —1. Place a I’hérédité.

On se place dans R™*2, n > 0 et on se donne (di,j)0§i7j§n+2 des distances comme dans
I’énoncé. La récurrence est d’ordre 1 mais on aura quand méme besoin de se donner de la
marge, d’ott le n + 2 et pas n + 1.

1. Un simplexe est ’enveloppe convexe d’une base et un parallélogramme ’ensemble des combinaisons
lindaires avec des coeflicients dans [0, 1] des vecteurs de la base. Le théoréme de Fubini montre facilement
que Volume(simplexe)=Volume(parallélogramme)/n!.
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e On commence par appliquer 'hypothese de récurrence avec les (d; j)o<i j<n+1, cela donne

naissance & (n -+ 2) points zg, ..., Z,+1 qui engendrent un hyperplan (affine) dans R"*2,
noté Y.

e Dans I'hyperplan Y qui est de dimension (n + 1), on note Z C Y I’hyperplan affine de
dimension n engendré par xg,...,x,. On applique a nouveau ’hypothese de récurrence
avec les (d; ;)i jeqo,... ,nn+2} en faisant coincider les (n+ 1) premiers points avec xo, . .., Tp,
(c’est possible & une isométrie affine pres). Un nouveau point est né, on I'appelle 27, , €
Y. Comme le simplexe engendré par z, ..., xn,z, 1o est non dégénéré, on est sir que

/
Tn+2 ¢ Z.

e On projette orthogonalement z/, 1o sur Z et on appelle h son projeté.

e On appelle W le supplémentaire orthogonal de Z passant par h. Il est de dimension 2.
On trace C le cercle inclus dans W de centre h et passant par x;,,,. On appelle z],_ ,
I’autre point d’intersection de C et Y. Quitte a changer de nom, on suppose que x,+1 et
7,5 sont du méme coté comme sur le dessin.
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On peut commencer & réfléchir. Par construction, pour tout z € C et tout i € {0,...,n},
on a :
lz = @il = llep 2 — @ill = dinse

et il ne reste plus qu’a trouver un point x,492 € C vérifiant :

||a7n—|—2 - a7n+1” = dn+1,n+2-

Pour ¢ € R, on définit

1 1
d§,n+1 d722z+2,0
I(zo,...,zn) d d
60 - o e
1 d§+170 d§+1’1 ... 0 §
1 dn+2,0 dn+2’1 ... é- O

C’est le déterminant de Cayley-Menger d’'un systeme de (n + 3) points dans lequel on a
remplacé la distance dy, 1,42 par {. C’est un polynome de degré 2 en £ et en développant
par rapport aux deux dernieres colonnes, il est de la forme :

G(&) = —I(xo,...,22)E2 +af +b, a,beR.

Par hypothese, T'(xzg, ..., z,) est de signe (—1)"*! et G(di+1,n+2) est de méme signe. De
plus,
G(llen+1 — 2 pal?) = G(llznt1 — 25 40l*) = 0
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car les simplexes correspondants sont dégénérés : tous les points sont dans I’hyperplan Y.

Comme G est un polynéome du second degré, G(&) est de signe opposé au coefficient

dominant lorsque :

£ € lont1 = Thgal®, lns1 - 2igal?] = T

Mais d2 t1nt+2 € I car son image par G est du méme signe. Or, quand z parcourt C,
|z — zn41||* parcourt I donc par le théoréme des valeurs intermédiaires :

Elxn—i—? S C; ||$n+2 - xn—i—l” = dn+1,n+2

Adapté d’un travail TROP WAOOUH de linénarrable Grégoire CLARTE.
Référence. M. Zavidovique, Un max de maths

151 Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.
152 Déterminant. Exemples et applications.

1.3 Classification des groupes d’ordre 12
Quelques prérequis.

e Il y a & isomorphisme pres exactement deux groupes d’ordre 4 : le groupe cyclique Z/4Z
et le groupe de Klein V; ~ (Z/2Z)?. On notera V; = {1, a1, as, a3} avec ajas = as.

e Le groupe des automorphismes de V; noté Aut(Vy) est isomorphe a &3, le groupe des
permutations de I'ensemble {a1, a2, a3} qui a trois éléments.

e Si G est un groupe et N <G alors on a une suite exacte :

l1—-N—G— G/N —1.
p

Une section est un morphisme s : G/N — G tel que po s = idg/n. Lexistence d’une
section est équivalente a ’existence d’un sous-groupe H C G tel que

plg : H-— G/N
(prendre H = s(G/N)). Dans ce cas, il existe un produit semi-direct tel que
G~ N x H.

On dit alors que H releve G/N ou que G/N se releve en H.
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e Si N est d’indice fini, les sous-groupes H qui relevent G/N sont exactement ceux qui
vérifient :

|H|=[G:N] et NnH={1}.

Pour le voir, il suffit de noter que Ker p|z = {1} et de conclure par égalité des cardinaux.
Ce qu’on va montrer.

Théoreme. Il existe ¢ isomorphisme prés exactement cing groupes d’ordre 12 :
o les abéliens : Z /127, Z/6Z x Z/2Z.
o les non abéliens : Z/3Z X Z/AZ, Z./3Z x V4, Vi x Z/3Z.

PREUVE. Soit G un groupe d’ordre 12 = 22 x 3. Le théoréeme de Sylow dit que le nombre
de 3-Sylow que l’on note r vérifie

rl4 et r=1][3].

On en déduit que r = 1 ou 4 et on va distinguer ces deux cas.

Premier cas : r = 1.

On appelle N l'unique 3-Sylow de G. C’est un sous-groupe distingué isomorphe & Z/3Z
et si H est un 2-Sylow (ga existe), alors

|[Hl=4=[G:N] e¢ NNH={1} car 4AN3=1.

On en déduit que n’importe quel 2-Sylow H releve G/N et comme il n’y a que deux groupes
d’ordre 4 :
G~Z/3ZXZ/AZ ou G~Z/3Z xVy

selon la forme de H. Pour savoir si plusieurs produits semi-directs non isomorphes peuvent
exister, on étudie les morphismes H — Aut(Z/3Z) selon la forme de H. Le groupe des
automorphismes Aut(Z/3Z) est isomorphe a (Z/3Z)* ~ Z/2Z et on notera donc :

Aut(Z/3Z) = {id, u}.
e Il y a deux morphismes de Z/4Z — Aut(H) définis par I'image de 1 :

1+—id et danscecas G ~Z/3Z xZ/AZ ~7Z/12Z.
l—u etdanscecas G~Z/3ZxZ/AZ

et ce dernier produit semi-direct est le seul qui n’est pas direct.

e Il y a quatre morphismes V; — {id,u} définis par les images de a1 et ay. Le morphisme
trivial donne naissance au groupe

G~Z/3Z x Vi~ Z/6Z x Z/2Z.

Les trois autres morphismes donnent naissance a potentiellement trois produits semi-
directs non directs mais en fait il sont tous isomorphes. On a donc sans ambiguité :

G~ Z/3Z x V.

10
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Deuxieme cas : v = 4.

Le groupe G contient quatre 3-Sylow, il n’est pas abélien et comme les intersections entre
deux 3-Sylow sont triviales, il y a exactement 4 x (3 — 1) = 8 éléments d’ordre 3. Il y a au
moins un 2-Sylow qui est d’ordre 4 et qui intersecte donc les 3-Sylow de maniere triviale.
Ce 2-Sylow est donc unique, il est distingué dans G et on le note V.

Comme avant, si H est un 3-Sylow, on a |H| =[G : N] =3 et NN H = {1} donc les
3-Sylow sont autant de relevements de G/N. On en déduit :

G~Z/4Z xZ/3Z ou G~V;xZ/3Z

selon la forme de N. Comme tout & I’heure, il s’agit de regarder les morphismes de Z/3Z —

Aut(N) selon la forme de N. Comme Z/3Z est cyclique d’ordre 3, on va regarder les

éléments d’ordre 3 dans Aut(N).

e D’abord Aut(Z/4Z) ~ (Z/AZ)* ~ Z/2Z et comme il n’y a pas d’élément d’ordre 3
dans Z/2Z le seul morphisme Z/3Z — Aut(Z/4Z) est le morphisme trivial donc G ~
Z/4Z x Z/3Z. C’est un groupe abélien, ce qui est exclu.

e D’apres les remarques préliminaires, Aut(Vy) ~ &3 et il y a deux éléments d’ordre 3 (les 3
cycles (123) et (132)). Comme précédemment, les produits semi-directs qui en découlent
sont isomorphes et alors :

G~VyxZ/3Z.

La conclusion.

On a donc exhibé les cing groupes annoncés et il reste & voir qu’ils sont deux a deux
non isomorphes. C’est facile pour les groupes abéliens et pour ceux non abéliens, il suffit
d’appliquer le théoreme de Sylow pour exhiber leur structure en remarquant que si G =
N x H alors N et H se plongent dans G. On obtient :

Vi xZ/3Z possede un unique 2-Sylow(V}) et quatre 3-Sylow ~7/3Z

Z/3Z %V, possede un unique 3-Sylow(Z/3Z) et trois 2-Sylow =~ Vj
Z/3Z x Z/AZ possede un unique 3-Sylow(Z/3Z) et trois 2-Sylow  ~ Z/4Z

Apres il peut étre intelligent de remarquer qu’en fait :

914 ~ VZ; X Z/3Z et DG ~ Z/3Z X V4.

Référence. M. Alessandri, Themes de Géométrie. Groupes en situation géométrique.

103 Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
104 Groupes finis. Exemples et applications.
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1.4 Des noyaux itérés a la réduction de Jordan en pasant par
les tableaux de Young

On note NV, (C) I'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C). Le but est I’étude de
laction par conjugaison de GL,(C) sur N, (C).
Soit A € N,(C) d’indice de nilpotence m < n. On note K; = Ker A’ les noyaux
emboités :
{0} =Ky KyCKyC...CK,=C".

Pour tout entier ¢, on pose :
ki = dim Ker Al et )\z = kl — kii_l.

Notons que (k;); et (\;); sont constants sur chaque orbite de nilpotence. C’est la réciproque
qui est intéressante.

Proposition. La suite des dimensions d’essouffle au sens ou :
Vi € {1,...,71—1}, 0 < Air1 < A\
De plus, (k;); est strictement croissante avant de devenir stationnaire au rang m.

PREUVE. Soit i € {1,...,n — 1}, la premiere inégalité est triviale puisque K; C K;11. Et
comme AK; 11 C K;, on peut composer les morphismes :

l/ZKH_l—)Ki,XP—)AX et WiIKi%Ki/Ki_l,Y'—)?.

On a:
Ker(mov) =v~! (71';1({0})) =v 1K) = K;

et on peut passer au quotient pour en déduire une injection K;1/K; — K;/K;_1.
Enfin si Ker A7 = Ker A7+ alors si k > j+1 et 2 € Ker A* alors A¥ =1z € Ker AJF! =

Ker A7 donc x € Ker A*~1 et on conclut facilement que Ker A7 = Ker A*. O

Remarquons que 2?21 Aj = n est une partition de I'entier n que I'on représente sous
la forme d’un tableau de Young que l'on note Y (A) et que l'on aurait pu tout aussi bien
noter Y (&) ou O est orbite de A. Remplissons le :

(1) Soit G, un supplémentaire de K,,_1 dans K,, = C" :
Kpn-19G, =K, e dimG,, = \,.

On décide que (v}, ...,vym) est une base de Gi,.
(2) On remarque que (Av},,..., Av)m) est une famille libre qui engendre un sous-espace

qui intersecte K,,_s trivialement puisque :
AM2 Ak =AMLk £ 0.
(3) On a le droit de compléter :
(Avk ... Av)m v

Am+1 Am—
ms R sy Ul v e ey Uppye

') est une base de Gp—1

avec
Km—Z @ Gm—l = Km—l-

12
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(4) Par récurrence descendante, on construit comme cela des supplémentaires G, de K,_1
dans K.

On stocke tout cela dans le tableau de Young :

1 2 A
U, v, ... v
1 2 A Am—+1 Am—1
Av,, Avz, e Avpm v e v
A”_Tv}n A"_van ... A”_Tv;\nm An—r—lAm Al A"—T—lvjn"_ql
m—1,,1 m—1,,2 m—1,,A —2 Am+1 _9 Am—1 A1
A", | AT oz, . AT ypm | Am =2y m . Am=2y V]

On vient de construire une base de C™ et si on lit le tableau de bas en haut et de gauche
a droite, on voit que la matrice de A dans cette base est de la forme :

J1 0

0 Jr
ou les J; sont des blocs de Jordan. On peut aussi compter le nombre de blocs de Jordan :

c’est le nombre de colonnes de méme taille. Plus précisément, si k € {1,...,m}, il y a
exactement Ay — A\gy1 blocs de Jordan de taille k.

Théoréme (Jordan). Le classe de similitude d’une matrice nilpotente est caractérisée par
son diagramme de Young. Autrement dit, si A et B sont deux matrices nilpotentes, alors

Op=0p < Y(A) =Y(B).

PREUVE. Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque, on vient de montrer que les
matrices A et B était semblables a la méme réduite de Jordan. [

Références.
H2G2
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P. Lax, Linear and Its Applications, Second Edition
R. Mansuy, Algébre linéaire, Réduction des endomorphismes

101 Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications. (euh...)
150 Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
157 Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

1.5 Sur les invariants de similitude

On se placera toujours dans F, un K-espace vectoriel de dimension sur un corps quel-
conque. Génériquement, u désignera un endomorphisme dans .Z(F) dont le polynéme mi-
nimal est noté II,, et le polynéme caractéristique xq,.

Quelques pré-requis.

Définition. Soit u € Z(F) et soit x € E. On appelle polynéme minimal de u en x 'unique
générateur unitaire de I'idéal

[P € K[X], P(u)(x) = 0}.
On le note II, ;. On a II, 4 |IL,,.
Proposition. [l existe x € E tel que 11, = I, ;.

PREUVE. On écrit I, = [[;_; P/"" ol P; sont des irréductibles distincts. On note K; =
Ker P (u) et u; = u|g,. Par le lemme des noyaux :

Montrons le résultat sur chaque sous-espace K;. Par I’absurde, si le résultat ne tenait pas,
alors pour tout z; € Kj, II,, 5, diviserait strictement II,, = P/ donc diviserait Pgm_1
par irréductibilité. Mais alors Pimi_l(ui) serait nul sur tout Kj;, ce qui est impossible par
minimalité de II,,. On dispose donc d’éléments x; comme dans ’énoncé sur chaque sous-
espace K;. Montrons que £ = z1 + ...+ x, convient. On a :

0 = Iy, . (u)(2) = Z Iy o (1) (2;)

donc II,, z(u)(z;) = 0 puisque les K; sont en somme directe. Ainsi, P = II,,, 5, |11, » pour
tout i. Puisque les P, sont premiers entre eux, leur produit qui est égal a II,, divise aussi

IT,, ., ce qui conclut. ]

Ce qu’on va montrer.

Théoréeme. Soit u € L (F). Il existe une unique famille Py, ..., P, de polynémes unitaires
et une famille E1, ..., E, de sous-espaces de E vérifiant :
(i) P|...|P

(ii) E=F1@...®E,
111) Pour touti € {1,...,r}, E; est stable par u et u|g. est cyclique de polynome P;.
|E;

14



1. ALGEBRE

Les polynomes Py, ....P. sont appelés les invariants de similitudes de u.

Avant toute chose, remarquons que nécessairement P; = II,, car Py (u) = 0 et I, (u|g,) =
0.

PREUVE. Comme d’habitude, on procede par récurrence mais on ne 1’écrit pas.

Existence. Soit d = deg(Il,) et soit € E tel que II,, ;, = II,,. On note :
F = Vect(z,u(z), ..., u? " (z)).

Bien sur, F' est stable par u et u|p est cyclique. On va montrer par dualité que F' admet
un supplémentaire stable par u. Soit ¢ € E* tel que :

p(@) =p(u(z)) =...= p(u @) =0 et pu'(z)) =1

La famille (¢, pou,...,pou?1) est une famille libre de E* et on note ® le sous-espace
vectoriel de E* engendré par cette famille. On pose alors :

G:=0"={yeE, Ve, (y) =0}

et on montre que c’est un supplémentaire de F' stable par u. Il y a trois choses a voir :

o (G est u-stable. Soit y € G, alors par construction on a déja :
Vk € {0,...,d— 2}, gpouk(u(y)) = 0.
Comme le polynéme minimal de u est de degré d, on a :
ul(y) € Vect (y, u(y), . ..,u""(y))

et donc o u™!(u(y)) = ¢(u’(y)) = 0 par ce qui précede.
e FFNG = {0}. Soit y € F NG, alors on peut écrire :

Y= apT + .. .ad,ludfl(x)

et en appliquant ¢ o u? pour ¢ allant de 0 & d — 1, on trouve que tous les a sont nuls.

e dim F' + dim G = n. C’est une propriété générale de I'orthogonal au sens de la dualité :
dim ® + dim ®° = n.

Et bien sur, I, /Iy, puisque II,, annule u . A une récurrence pres, on a achevé la preuve
de 'existence.

Unicité. On suppose I'existence d’une autre famille de polynéme Q1, ..., Qs donnant lieu
a une autre décomposition F; @ ... @ Fs comme dans ’énoncé. On a déja P, = @ = I1,,.
Soit j > 1 l'indice minimal tel que P; # @Q; (il existe car les sommes des degrés des P; et
des @; sont égales). Alors, on a d’une part :

Py(u)(E) = P(u)(E1) & .... & Py(u)(Ej_1)
et d’autre part :

Pj(u)(E) = Pj(u)(F1) © ... © Pj(u)(Fj-1) © Pj(u)(F}) @ ... @ Pj(u)(Fs).

15
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Mais pour ¢ < 7, on a :
dim Pj(u)(E;) = dim Pj(u)(F;)

donc

0 = dim Pj(u)(Fj;) = ... = dim Pj(u)(Gs)
ce qui prouve Q;|P; et par symétrie Pj|Q;. C’est absurde car P; # @;. Finalement r = s
et P; = (Q; pour tout 1. O

Corollaire (Décomposition de Frobénius). Soit u € £ (E). Il existe une base dans laquelle
la matrice de u est de la forme

Cp,
Cp.
ou Cp, est la matrice compagnon associée au polynéme P; avec Py|...|Py. De plus, on a
Xu = P1 e Pr.

Corollaire. u et v sont semblables si et seulement s’ils ont les mémes invariants de simi-
litude.

PREUVE. Si u et v sont semblables, considérer F; = ¢(E;) ou E; sont les sous-espaces
associés a u et ¢ tel que p o u = v o . Ou alors, reprendre la preuve de 1'unicité. O

Corollaire. Soit u € L (F). Alors u est semblable a sa transposée.

PREUVE. Il suffit de le montrer pour les endomorphismes cycliques. Le changement de base
62 =aie] +...0p—i€n—j + €n—it1

conduit au résultat. O

Corollaire (Décomposition de Jordan des endomorphismes nilpotents). Tout est dans le
titre.

PREUVE. Puisque x, = X", les invariants de similitudes sont de la forme X". O
Trucs a savoir.

e Les invariants de similitude ne dépendent pas du corps de base.

e La théorie des K[X]-modules donne une fagon simple pour calculer les invariants de
similitude :
Théoréme. SiU est la matrice de w € L (E) dans une certaine base, alors les invariants
de similitude de u sont les facteurs invariants non inversibles de la matrice U — X1, €

M, (K[X]).

PREUVE. On montre par des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes qu'une
matrice de la forme Cp — X1 est équivalente a

1 0
1
0 P
et on utilise la décomposition de Frobenius pour conclure. O
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Références.

H2G2

X. Gourdon, Algébre

V. Beck, J, Malick, G. Peyré, Objectif agrégation

151 Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.

153 Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

154 Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

1.6 L’anneau Z[i] et le théoréeme des deux carrés

On définit
Z[i] :={a+ibe C, a,be Z}
Panneau des entiers de Gauss muni de ’automorphsime de conjugaison et de la < norme > hérités
de C:
o:Zli] — Zli] N:Zi — N
z=a+1b — Z=a—1b z=a+ib > 2Z=a’+b?
De I’étude de Z[i], on va déduire le théoréme des deux carrés dont le but est de préciser
I’ensemble :

Y:={neN, n=a®+0b? abeN}.
Propriétés. On liste ici les propriétés structurelles de Z[i] :
(i) L’anneau Z[i] est un anneau intégre.
(ii) Les inversibles de Z[i] sont connus : Z[i|* = {x1,+i} = {z € Z[i], N(z) =1}.
(iii) L’anneau Z[i] est euclidien, donc principal, pour le stathme N.
PrREUVE. Dans l'ordre :
(i) C’est un sous-anneau de C qui est integre.

(11) Si z = a + ib € Z[i]*, alors on note son inverse 2z’ et puisque la norme est & valeurs
dans N :
N(z)N(Z')=1 = N(z)=N() =1

de sorte que a? +b?> = 1 et z € {£1,+i}. Réciproquement ces éléments sont bien
inversibles.

(7i1) C’est presque de l'analyse : si z,t € Z[i] \ {0}, alors on commence par écrire dans C :
1 1
%zx-kiye(] et ¢g=a+1beZli] avec |r—al < 3 et |y —0b < 7

Par construction, |z/t — q| < \/1/4+1/4 = v/2/2 < 1 et le reste de la division
euclidienne de z par t est :

r=z—qt €Z}i] et |r|=lt||z/t —q| <|t|.
On a trouvé q,r € Z[i] tels que z = gt +r et N(r) < N(t).

17
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O

Le théoreme des deux carrés est en fait peu ou prou une reformulation arithmétique de
ce que sont les irréductibles de Z[i]. Comme ¢a n’est pas I'objectif ici, on renvoie a la fin
pour un théoréme qui les décrit précisément (mais la preuve n’utilise rien de plus que ce
qui va suivre). Notons qu’il ne faut pas confondre nombre premier et entier vu dans dans
Z[i] qui s’avére étre premier dans cet anneau. Comme ’anneau est euclidien donc factoriel,
on ne parlera pas d’éléments premiers mais seulement d’irréductibles.

Lemme. Soit p € N un nombre premier. On a :
p € X <= p n’est pas irréductible dans Z[i].

PREUVE. Si p = a? + b2, alors p = (a + ib)(a — ib) et a,b # 0 donc p € Z[i] n’est
pas irréductible. Réciproquement, si p = 2z’ avec z,2’ non inversibles, alors N(p) =
N(z)N(2') = p? et nécessairement N(z) = N(z') = p donc p € X. O

Théoréeme. Soit p € N un nombre premier. On a :
pEY <= p=2 ou p=1 (mod. 4).

PREUVE. La condition est nécéssaire car un carré modulo 4 vaut O ou 1 et 2 = 141. Il reste
a montrer le sens direct. Compte-tenu du lemme précédent, il suffit de supposer que p n’est
pas irréductible, c’est a dire, dans un anneau factoriel, que I'idéal (p) n’est pas premier, ou
encore que le quotient Z[i]/(p) n’est pas integre. D’abord, on se convainc que :

Zli] ~ Z[X]/(X? + 1)
Ensuite, on utilise un théoreme d’isomorphisme pour montrer :

Z[X] Z[X]/(p) _ Z/pZ[X]

2= oy T e T e

12

Et dire que ce dernier anneau n’est pas integre signifie que X2 + 1 n’est pas irréductible
dans Fp,[X], ce qui équivalent (c’est un polynome de degré 2) a dire que que X 2141 aune
racine dans F,,. Finalement,

pEY = —1eF;%

Mais on connait une caractérisation des carrés dans les corps finis : si p > 2

p—1

-1
—1€F;2 = (-1)2 =1 = prair <= p=1 (mod. 4).

et bien stir —1 est un carré dans Fs. ]

On vient de terminer la description de I’ensemble des des nombres premiers appartenant
a 2. Le théoreme des deux carrés dans toute sa généralité en découle, modulo la factorialité
de Z.

Théoréme (des deux carrés). Soit n € N, n > 2. Alors

n €Y <= vp(n) pair pour p =3 (mod. 4).

18
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PREUVE. Comme 3 est stable par multiplication et qu'un carré est toujours dans X, le
théoréme précédent donne le sens réciproque. Pour le sens direct, on fixe p = 3 (mod. 4) et
on procede par récurrence sur vp(n). En voici les arguments :

e Siwy(n) =0 alors c’est fini.

e Siwvy(n) > 1, alors pla® + b? = (a + ib)(a — ib). Mais par le théoreme précédent, p ¢ ¥ et
le lemme indique que p est irréductible dans Z[i]. Disons par exemple que p divise a + ib
dans Z[i].

e Comme p est entier, p|a et p|b donc p?|n et on peut méme écrire :

n

n2

n
d?+0? ey et Up () = vp(n) — 2 est pair par hypothese de récurrence.
p

p2

Finalement vy,(n) est aussi pair et on a fini.

Quelques compléments et précisions.

e D’abord, on a par les mémes arguments une description précise des irréductibles de Z[i] :
Théoréme (Irréductibles de Z[i]). Les irréductibles de Z[i] sont aux inversibles prés :
(i) Les nombres premiers p € N avec p = 3 (mod. 4).
(ii) Les entiers de Gauss a + ib dont la norme a® + b% est un nombre premier p. Dans
ce cas, on ap=2 oup =1 (mod. 4).
Notons qu'il existe une preuve un peu plus pédestre dans [Jeanneret, Lines].
e Le théoreme d’isomorphisme en question dans la preuve est le suivant :

Théoréme (d’isomorphisme). Soient A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de
A. Alors, les idéauz de A/I sont de la forme J/I ou J est un idéal de A tel que I C J
et dans ce cas on a un isomorphisme :
A/I A
J/IJ
La preuve repose sans doute sur le théoreme de correspondance des idéaux qui donne
une bijection entre I’ensemble des idéaux de A contenant I et I’ensemble des idéaux de
A/I. Ici, on applique le théoreme avec A = Z[X] et I = (p) C (X? +1,p) = J et
I=(X?2+1)C(X?+1,p)=J.
e On a aussi passé sous silence le fait que Z[X]/(p) ~ F,[X], qui repose sur le théoreme
d’isomorphisme < standard >.

e La caractérisation des carrés dans les corps fini repose sur I’étude du nombre de racines
~ g—1
du polynéme X 2 — 1.

Références.
D. Perrin, Cours d’Algebre
A. Jeanneret, D. Lines, Invitation a [’Algébre
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120 Anneaux Z/nZ. Applications.

121 Nombres premiers. Applications.

122 Anneaux principaux. Applications.
126 Exemples d’équations diophantiennes.

1.7 La décomposition de Dunford-Newton

On se place dans E un K-espace vectoriel de dimension finie d ou K est un corps de
caractéristique nulle.

Théoréme (Dunford). Soit u € L (F) dont le polynéme caractéristique est scindé. Alors
il existe un unique couple (d,n) d’endomorphsimes de E tels que d est diagonalisable, n est
nilpotent, d et n commutent et w = d + n. De plus d et n sont des polynéomes en u.

La construction de d et n est effective et ne nécessite pas le calcul des valeurs propres
de u. Plus précisément, on va montrer :

Théoréme (Dunford-Newton). La suite d’endomorphismes définie par :
{ Up+1 = Up _P(Un)P/(UN)_l ot P = Xu -
up = U Xu N Xu
est bien définie et stationne vers d qui vérifie I’énoncé du théoréme précédent.

PREUVE. On montre par récurrence les propriétés suivantes pour tout n € N
(i) P'(u,) € GLy(K) (i1) P(un) € P(u)* K[u] (#44) un € K[u]

e Pour n =0, il n’y a que le (i) & montrer et cela vient de la définition de P. Par construc-
tion, c’est un polynéme scindé (car y, ’est) a racines simples. En fait, en caractéristique
nulle :

xu=[J(X=2)" = P=]](X-x).

Bien str, PA P’ =1 donc P™ A P/ =1 pour tout m € N. Mais compte-tenu de la forme
de P, il existe m € N tel que x,|P™. Le théoreme de Bézout donne pour un certain

AecK[X]:
A()P' (u) =I5 ie P'(u) € GLy(K).
e Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n, n > 0. La premiere chose a voir est que up41

est bien défini et est un polyndéme en u. Puis on commence par écrire la formule de Taylor
pour les polynomes : il existe @ € K[X, Y] tel que :

P(X +Y)=P(X)+YP(X)+Y?*Q(X,Y).
On trouve :

Plupy1) = Plup + (unt1 — up))

P(up) + (unt1 — u )Pl(un) + (Unt1 — Un)2Q(unaun+l — Up)
= P(un) — P(un) + P(un)? P (1) 72Q(tn, Un i1 — Up)
= P [P (un)2Q(utn, tuns1 — un)] € P(w) K[

S
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car 'inverse est un polynoéme. On vient de montrer (¢7). Pour montrer (¢), il suffit d’écrire,
toujours avec la méme formule mais & 'ordre 1 :

Pl(un—i-l) = Pl(un) + (Un+1 — un) R(un)

puis de constater que w11 — U, = P(up)P'(u,)~! est nilpotent car P(u,) l'est car
up, € P(u)?"K[u] et P(u) est nilpotent. Finalement,

P'(upny1) = inversible + nilpotent, les deux commutant.

Il ne reste plus qu’a voir la stationnarité de la suite : c’est la méme argument, a partir d’un
certain rang pour lequel x,|P?" :

Pw)? =P (u) =0 = Pup) =0 = Upt1 = Un.

Notons d = uy la limite comme dans ’énoncé. C’est un polynoéme en u et P(d) = 0 donc
d est diagonalisable car annulé par un polynoéme scindé a racines simples. De plus,

N-1 N-1
n=u—d= Z Up — Upt1 = — Z P(un)P'(un)_1
n=0 n=0

est une somme d’endomorphismes nilpotents qui commutent donc est nilpotent. Bien sir
c’est aussi un polynéome en u donc commute avec d. ]

PREUVE (UNICITE). S’il existait un autre couple (d’,n’) comme dans 1’énoncé alors comme
tout le monde est un polynome en u, tout le monde commute avec tout le monde et en
particulier d et d’ sont co-diagonalisbales donc d — d’ = n — n’ est diagonalisable. Mais
n — n’ est un endomorphisme nilpotent comme somme d’endomorphismes nilpotents qui
commutent. Le seul endomorphisme nilpotent diagonalisable étant 0, on obtient n = n’ puis
d=d. O

Référence. ?

153 Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
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154 Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.
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1.8 La transformée de Fourier rapide
Dans C¥, on considere

( 22'7r>
W= wWN = exp —W
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etsi f=(f(0),...,f(N=1))T € CN, on appelle f € CV sa transformée de Fourier discréte
définie par :

N-1
VEe€{0,...,N—1}, f(k)=>_ f(n)w*".
n=0
On appelle Fiy € My (C) la matrice :
1 1 1 1
1w w? .. W
1 W2 w L2(N-1)

ce qui permet d’écrire de fagon plus concise :

f=Fnf.

Théoréeme. Il existe un algorithme permettant de calculer le vecteurf a partir du vecteur
f en O(Nlog N) opérations.

PREUVE. Quitte a rajouter quelques zéros, on peut supposer que N est pair et méme
que c’est une puissance de deux. La grande idée est de réordonner les colonnes de Fy :
d’abord celles d’indice pair et ensuite les autres. Autrement dit, en notant en colonnes
Fy = (eg,...,en—1), on regarde

T
FN = (60,...,61\]_2,61,...,eN_l).

N/2 _

Comme wV =1 et w —1, la matrice F; s’écrit :

1 1 1 1 1
1 w2 wN—2 w w3 wN—l
1 N2 w%_l
T
Py = 1 1 1 -1 -1
1 w2 WwN—2 —w _wN-1
1 wN-2 . —w%_l

Et comme w]?\, = wyy/2 on peut finalement écrire :

T FN2 B
FN_<FN/2 —B>

En plus, en factorisant la ligne k € {1,..., N/2} de B par w*~!, on trouve :

_1)'

N4

B = DFyy avec D =diag(l,...,w
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Finalement, avec les vecteurs réordonnés :

f(0) f(0)
v foui ) | -2 - ( il ) | fave-n
f < fimpair ' f(l) ot f f2 ' f(N/Q)
f(N'— 1) f(N'— 1)
on doit calculer : R
f=Fynf"
ce qui s’écrit pr blocs :
(f1>:<Fm DFy)s )( Fonir >
f2 FN/2 ‘ _DFN/Q fimpair
C’est fini :
Y = Fnyafpair + DEnyo finpair

~
[\
I

Fy2 foair — DFny2 fimpair-

On voit donc qu'il suffit de calculer deux transformée de Fourier de taille N/2 et il ne
reste plus qu’a compter : si C'(N) est le nombre de multiplications nécessaires au calcul du
vecteur f a partir de f, on voit :

C(N) = 2C(N/2) + O(N)
et on en déduit en écrivant N = 27 et C'(N) = C(N)/N
C(N) = O(Nlog, N).
0

Une application rapide et élégante de ce résultat est le calcul et ’étude de la stabilité
du #-schéma pour I’équation de la chaleur.

Références.
P. D. Lax, Linear Algebra and its Applications, Second Edition
G. Peyré, L’Algebre Discrete de la Transformée de Fourier

102 Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de I'unité.

Applications.
110 Caracteres d’un groupe abélien fini et transformée de Fourier discrete. Applications.
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1.9 Le lemme d’Artin

Lemme (Dedekind). Soient n > 1 et ¢1,...0, : L — K des homorphismes de corps
distincts entre les corps K et L. Alors le systéeme engendré par les o1, ..., o, est libre :

n
[VazEK, Zaicpi(x):O] — a1 =...=q, =0.
=1

PREUVE. Raisonnons par I'absurde. Comme un homomorphisme de corps n’est jamais nul,
on considere 7 > 2 le nombre minimal tel que, quitte a re-numéroter les ;, il existe une
relation de dépendance linéaire :

Vo € K, Zainpi(x) =0. (1.1)
i=1
Puisque ¢1 # ¢y, il existe y € K tel que ¢1(y) # ¢r(y). On a :
vz € K, Zaigoi(y:c Z a;ii(y)pi(z) = 0. (1.2)
i=1

11 suffit d’opérer : .%. v1(y et on conclut :
> aile1(y) — @i(y)pi =0
i=2

ce qui contredit la minimalité de 7. O

Lemme (Artin). Soient L est un corps et H un sous-groupe fini de Aut(L). Alors l’exten-
sion L/LH est un extension finie de degré [L : L] = |H|.

PREUVE. On note une bonne fois pour toutes :
=[L:L)eNU{x}, n=|H| <00 et H=/{o1,...,00}.

Etape 1. On montre que n < m.

Par ’absurde, on suppose que m < n < oo et on considere x1, ...,z une L¥-base de
L. La matrice des (0j(z;));; est de taille m x n avec m < n donc il existe une solution
(y1,---,Yn) non nulle au systeme :

n
Vi € {1, - ,m}, Zaj(xi)yj =0.
j=1
Comme les z1, ..., x,, forment une L¥-base de L on a obtenu une relation de dépendance

linéaire entre les o; car si x = E a;xz; € L avec a; € L on a :

i=1

n n m m m
> _wioi(@) =YY wieio(w) =Y ai Yy oi(ai)y; = 0.
= j=1i=1 =1 j=1
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Ce qui contredit le lemme de Dedekind. Donc n < m.
Etape 2. On montre que m < n.

Toujours par ’absurde, on suppose que n < m € N U {oco}. C’est dire qu’il existe n + 1

éléments x1,...,2y,+1 € L linéairement indépendants sur L. Comme tout & I’heure, il
existe une solution (y1,...,yn+1) non nulle au systéme :
n+1
Vi € {1, - ,n}, Z O’Z‘(l'j)yj =0.
=1

Quitte a re-numéroter les y;, on peut supposer que le systéme est de rang r et se ré-écrit :
T

Vie{l,...,n}, > oi(z;)y; = 0. (1.3)
j=1

En faisant opérer o € H sur ce systeme, ce systéme est équivalent a :
T
Vie{l,...,n}, > oi(z;)o(y;) =0. (1.4)
j=1
Maintenant on écrit o(yp)x (1.3)—y1 % (L.4]) et on obtient :
T

Vi€ {1,....rh Y ailz)(yo () — oly)y) = 0.
=2

Par minimalité de r, on en déduit :
Vi€ {2,...,r}, yio(yr) —o(y))yr =0 e yjy; '€ L.

On peut conclure : en notant y; = y1z; avec z; € LY le systeme (1.3) donne pour l'indice
1 tel que o; = idy, :

T T
E xjy12; =0 donc E xjz; =0
Jj=1 Jj=1

car y; # 0. Mais c’est impossible car les x; sont linéairement indépendants. O

Corollaire. Soient L un corps et H un sous-groupe fini de Aut(L). Alors L/L est finie
et
H = Aut(L/LT).

PREUVE. On note G = Aut(L/L). On a déja H C G.

(1) Comme L/L est une extension finie, G est un groupe fini. En effet, si ai,...,a, est
une L-base de L, on peut considérer

P=P.. F

ott les P; sont les polynémes minimaux des a; sur L. On appelle R I’ensemble des
racines de P contenue dans L. Alors 'application :

U:G — Bij(R), 0 —0lR
est un homomorphisme injectif et comme R est fini, il en est de méme pour Bij(R) et

pour G.
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(2) Regardons les inclusions :
LYcL?cL et LY CcLYCL

L Aut (L/LH)

ou le deuxieme triptyque d’inclusions provient du fait que est un corps

intermédiaire (c’est presque la définition).

(3) Finalement, LY = L et par le théoréme précédent :
Gl =[L:L =[L:L"] = |H|

et comme H C G, on conclut G = H.

Sur la théorie de Galois.

Le lemme d’Artin est une étape cruciale du théoreme de correspondance de Galois :

Théoréme (Galois). Soit L/K une extension finie galoisienneﬂ. Alors, entre autres choses,
il y a une bijection

{corps intermédiaire de L/K} — {sous-groupe de Gal(L/K)}

donnée par :
Gal : M — Gal(L/M) et Fiz:H — LY.

Le corollaire du lemme d’Artin dit que Gal o Fiz(H) = H. Dans 'autre sens c’est plus
un peu plus conceptuel mais c’est aussi plus simple : il suffit de voir que si K ¢ M C L
alors L/M est une extension galoisienne donc LEAE/M) — M j.e. Fiz o Gal(M) = M.

Apres, il s’agit aussi de montrer le lien entre les sous-groupes normaux de Gal(L/K) et
les corps intermédiaires M tels que M/K est galoisienne.

Référence. A. Jeanneret, D. Lines, Invitation a [’Algébre

125 Extensions de corps. Exemples et applications.

151 Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.

162 Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques.

2. C’est a dire une extension normale (tout polynéme irréductible dans K[X] qui a une racine dans L a
toutes ses racines dans L) et séparable (tout polynéme irréductible dans K ou dans L n’a que des racines
simples dans son corps des racines). C’est équivalent & dire que L/K est algébrique et

LCHL/K) _ g

ot on note plus volontier Aut(L/K) = Gal(L/K). C’est aussi équivalent & dire que L est le corps des racines
d’un polynéme de K[X] ou encore que | Gal(L/K)| = [L : K].

3. Si M est un corps intermédiaire de L /K, alors, puisque L/K est galoisienne, L est le corps des racines
d’un certain P € K[X]. C’est aussi le corps des racines de ce méme polynome vu dans M[X] donc L/M est
galoisienne.
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1.10 Le théoréeme de structure des groupes abéliens finis

On considere un groupe abélien fini G et on rappelle que son dual est le groupe des
caracteres G = Hom(V,C*) muni de la multiplication sur les valeurs. On rappelle aussi
que la terminologie caractére est un abus dans ce contexte.

Quelques prérequis.

Lemme. Un groupe est fini si et seulement si toutes ses représentations irréductibles sont
de dimension 1, c’est a dire que son groupe des caractéres est égal a l'ensemble de ses
caracteres irréductibles.

Lemme. On a l'égalité des cardinauz |G| = |G)|.
PREUVE. Il suffit d’écrire la suite d’égalités :
|G| = | Conj G| = |Irr G| = |G.
On peut aussi utiliser le lemme de prolongement des caracteres de G. Peyré. O

Lemme. L’application de bidualité ev : G — G défini par ev(z)(x) = x(z) est un isomor-
phisme de groupes.

PREUVE. On vérifie que ev est un morphisme et on montre sa bijectivité. On déduit du

lemme précédent que |G| = \CA;| et on montre U'injectivité de ev. Il suffit de prendre g €
Kerev et d’écrire : )
Og = Z<597X>X:~--:@ZX
XEa xe@
de sorte que dy(e) =1 et g =e. O

Lemme. Les groupes G et G ont méme exposant.

PREUVE. On note N(G) 'exposant de G. Soit x € G. On a pour tout = € G :
XN (@) = x (@)D = x(@ND) = x(1) =1

(@)

donc N 1 et l'exposant de H divise celui de H. En faisant pareil avec G et G et

puisque G =~ 5 , on a le résultat. ]
Ce qu’on va montrer.
Théoréme. Soit G un groupe abélien fini. Il existe r € N et des entiers n,|...|n; tels que
G~ (Z/mZ)%x...(Z/n,2Z).

PREUVE. On procede par récurrence sur |G|. C’est bon avec r = 0 pour |G| = 1 et si
|G| > 1 alors notons n = ny exposant de G.
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(1) Pour tout y € G et tout = € G, x(z) est une racine n-éme de I'unité. De plus, comme n
est aussi 'ordre de G, il existe X1 € G d’ordre n. Finalement, x1(G) C U, et il existe
x1 € G tel que ‘

Xl(xl) _ eQMr/n.
L’ordre de x1 est aussi n et le sous-groupe de Hy C G engendré par x; est isomorphe
aZ/nZ.

(2) On va montrer que G ~ Hy X G1 ou G = Ker x1. On commence par voir que X1 induit
un isomorphisme H; — U,,. En effet, ¢’est un morphisme surjectif entre deux groupes
de méme cardinal . Son inverse sera noté

OzZUn—>H1.

(3) Soit x € G. On définit :
a=alxi(z)) et b=a 'z

En particulier
x1(b) = xi(a) " xi(w) =1
donc b € GG et tout élément de = € G peut s’écrire z = ab ot a € Hy et b= Gj.
(4) Par injectivité de x1, il est clair que H; N G1 = {1} et on peut conclure

G2H1XG1.

(5) Puisque I'exposant d’un sous-groupe divise celui du groupe et que Gy est isomorphe a
un sous-groupe de G, la relation de divisibilité a lieu et on peut terminer la récurrence.

O]

Références.
P. Colmez, Eléments d’analyse et d’algébre (et de théorie des nombres)
G. Peyré, L’Algéebre discrete de la Transformée de Fourier

104 Groupes finis. Exemples et applications.
107 Représentations et caracteres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.
110 Caracteres d'un groupe abélien fini et transformée de Fourier discrete. Applications.

1.11 Le théoreme de structure des polynomes symétriques

On se place dans un anneau integre A et I’on définit d’abord plusieurs notions :

(1) Le poids du monéme aXi' ... Xim € A[Xy,...,X;] est iy + 2iz + ... Mipy. Le poids
d’un polynéme est le maximum des poids des monomes.

4. Dans un groupe abélien fini, il existe un élément d’ordre ’exposant du groupe. Pour le voir il suffit de
montrer que si a est d’ordre m et b est d’ordre n alors il existe un élément d’ordre m VvV n. Lorsque mAn =1,
ab convient. Dans le cas contraire, on considere m’ An’ = 1 tels que m’|m, n'|n et m'n’ = m V n. Ensuite
on voit que am’ b’ est d’ordre m'n’.
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(2) Dans Alty,...,t,], la k-éme fonction symétrique élémentaire est la fonction :

Sk(tl,...,tn) = Z tilt’iz"‘t’ik'

1<41 <i2<... <1 <in

(3) Pour j =0,...,n—1, s, est le coefficient devant le monéme d’ordre j du polynéome
général de degré n :

FX) = (X —t)(X —ta) ... (X —tp) € Alt1, ..., t,][X].

(4) On appelle polynéme symétrique de Alty,...,t,] tout polynéme invariant par l’ac-
tion de &,, par permutation des indéterminés. L’ensemble des polynomes symétriques
est noté S et forme un sous-anneau de Afty, ..., t,].

Comme les fonctions symétriques élémentaires sont des polyndémes symétrique, S contient
le sous-anneau qu’elles engendrent. En fait, la réciproque est vraie.

Théoreme. Tout polynéme symétrique a coefficients dans A est un polynéme en les fonc-
tions symétriques élémentaires. Autrement dit,

S=A[s1,...,8n)

PREUVE. Soit P un polynéme symétrique en les indéterminés t1, . .., t,. On va montrer par
double récurrence sur n et sur d = deg P le fait suivant :

P(n,d) : Il existe un polynome Q € A[X1,...,Xy] de poids < d tel que :

P(tl, e ,tn) = Q(Sl(tl, e ,tn), .. .,Sn(tl, .. .,tn)).
On va montrer par récurrence sur n la proposition < Vd € N, Z(n, d) >,
Pour n =1, il n’y a rien a montrer puisque s; = t;.

Soit n > 2. On suppose < Vd, P(n—1, d) >. On montre par récurrence sur d € N la pro-
priété Z(n,d). Pour d =0, &(n,0) est toujours vraie. Soit d > 1, on suppose & (n,d —1).

Soit P € Alty,...,t,] un polynéme symétrique de degré d. Alors, en regardant le po-
lynéme :

P(t1, ... ,tn1) = P(t1, ... tn_1,0)

on déduit par hypothése de récurrence < Vd, P(n — 1,62) >, lexistence d’un polynéme
Q€ A[Xy,...,X,—1] de poids < d qui vérifie :

P(tl, e ,tn_l,O) == Q(Sl(tl, e ,tn—l)a e 7Sn—1(t17 e ,tn_l)).

Comme s;(t1,...,tn-1,0) = 8;(t1,...,tp—1) pouri = 1,...,n—1 on peut méme se permettre
d’écrire :

P(tl, - ,tn_l,O) = Q(Sl(tl, - ,tn_l,O), - ,Sn_l(tl, - ,tn_l,O)).
On pose :

Pl(tl,... ,tn) = P(tl,...,tn) - Q(Sl(tl,... ,tn),...,Sn_l(tl,. . .,tn)).
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On sait déja que @ est de poids < d donc Q(s1(t1, ...,

tn)y. o ySn—1(t1,...,tn)) est de degré
< d. Ainsi, P; est un polynoéme symétrique de degré < d.

Par construction, P (t1,...,t,—1,0) = 0 donc t,, divise P; et par symétrie, il en est de
méme pour tous les ¢;. En fait, on peut méme dire que ¢; ...t, = s,(t1,...,t,) divise Pj.
Autrement dit, il existe Py € A[tq,...,t,] tel que :

P(tl, .. ,tn) = Pg(tl, - ,tn)sn(tl, .. ,tn) + Q(Sl(tl, .. ,tn), .. ,Sn—l(th - ,tn)).

On voit que P» est symétrique, de degré < d —n < d. Par hypothese de récurrence & (n,d)
pour d < d, il existe Q2 € A[X7,...,X,] de poids < d — n tel que :

Pg(tl,. .. ,tn) = Q2(81(t1, N ,tn>, .. .,Sn(tl, N ,tn)).

On peut conclure :

P(tl, R 7tn) = QQ(Sl, S ,sn)sn + Q(Sl, RN Sn—l)
et le polynéme
QX1+, Xn) Xy + Q(X1, .., Xnm1)
est bien de poids < d.

On a montré #(n, d) donc par récurrence < Vd, £ (n,d) . Puis par récurrence < Vn, Vd, Z(n,d)>.
O]

En ajoutant le concept d’ordre dans la preuve, on peut ensuite montrer que le polynéme
() est unique.

Référence.
A. Jeanneret, D. Lines, Invitation a [’Algébre
E. Ramis, C. Deschamps, J. Odoux, Cours de mathématiques spéciales, tome 1

105 Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
142 Algebre des polyndémes a plusieurs indéterminées. Applications.
144 Racines d’un polynoéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications

1.12 Les théorémes de Chevalley-Warning et d’Erdos-Ginzburg-
Ziv

K désigne un corps fini de cardinal ¢ = p©.

Théoréme (Chevalley-Warning). Soit (fq)aca une famille de polynomes de K[ X1, ..., Xp],
indexée par un ensemble A. On suppose que les degrés de ces polyndomes vérifient :

Z deg(fa) < m.
acA

On pose V-.C K™ l’ensemble des points ot tous les f, s’annulent simultanément. Le cardinal
de V wvérifie :
Card(V) =0 [p].
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PREUVE. On considéere le polynéme :

P=1[a-rf

a€A

et on va faire ¢a progressivement :

1) Il est clair que P(z) = 1k si x € V et s’il existe a € A tel que f,(x) # 0 alors, puisque
(
que K* est cyclique d’ordre ¢ — 1, on a fgil(x) = 1k et donc P(x) = Ok. Finalement,
en définissant S(f) := > cxm f(2) € K pour tout polynéme f € K[Xi,...,X,,], on
a:
S(P)y= Y P(z)=Card(V)lk.

zeK™

(2) On va montrer que S(P) = 0k. D’abord, la condition }_ ., deg(f,) < m entraine
deg(P) < m(q — 1). Il suffit donc de montrer S(X") = Ok pour tout multi-indice
u = (ui,...,un) tel que >.7" u; < m(q — 1). Par le principe des tiroirs, il existe un
indice 7 tel que u; < ¢ — 1. On calcule :

S(XY) = S(X!M)S(X .. XM Xum),
(3) Ah oui, mais si y € K* est un générateur de K* et avec la convention 0" = 0 :

S(Xj) = k=Y (ya)" =y S(X").

zeK zeKX

Comme u; < g — 1, on est sir que y* # 1k et donc S(X;") =0 = S(X").

(4) En conclusion, on a montré :

Card(V)1lk = 0k
et comme K est de caractéristique p, on a bien :
Card(V) =0 [p)].
O

Théoréme (Erdos-Ginzburg-Ziv). Soit n € N. Parmi 2n—1 entiers aq, . .., as,—1, on peut
toujours en trouver n dont la somme est divisible par n. En plus, c¢’est optimal.

PREUVE. Il faut commencer par :
Etape 1. Le cas ou l’entier n est premier auquel cas il sera noté p.

On sa place dans le corps K = F), et notera @ la classe modulo p de a € N. On va
applique le théoréeme de Chevalley-Warning avec les polynémes :

2p—1 2p—1
Pi(X1,. . Xopy) = Z XPTU et Py(Xy,. .., Xopo1) = Zain_l-
i=1 i=1

Puisque 0 € K?P~! est une racine commune & ces polynomes, on est assuré de I’existence
d’une racine on triviale notée (x1,...x2,—1). Il y a deux choses a voir :
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(1) D’abord comme a;f_l = 1k si z; # Ok et xf_l = Ok sinon, on en déduit (toujours car
K est de caractéristique p) que la relation P;(z1,...,22,—1) = Ok implique qu’il existe
tres exactement p éléments @y, ..., z,, non nuls.

(2) C’est fini en considérant la deuxieme relation Pa(x1,...,x2,—1) = Ok puisque :

p p
_ -1 _
Ok = Pa(21,...,2951) = E an,h " = E ;-
i=1

=1

Etape 2. Le cas général ou l'entier p redevient n € N.

On va procéder par récurrence (forte) sur n € N. L’initialisation pour n = 1 n’est pas
difficile. Supposons donc le résultat montré jusqu’au rang n — 1, n > 1. Si n est premier,
c’est I’étape 1, sinon on écrit n = pn’ avec p premier et n’ < n.

(1) On écrit 2n —1 = (2n' —1)p+ p — 1 et par hypothese de récurrence on peut construire
(2n’ — 1) sous-ensembles disjoints de E := {ay,...,a2,—1} de la fagon suivante : pour
ie{l,....2n =1}, E; C E\ (E1 U...UE;_1) est de cardinal p et la somme de ses
éléments est divisible par p. A la fin, E\ (EyU...U Egy_1) est de cardinal p — 1 et on
ne peut plus continuer.

(2) Pour ¢ € {1,...,2n’ — 1}, on note s; la somme des éléments de E; et s; = ps,. On
applique encore I'hypothese de récurrence avec les s : il existe ki, ...,k tel que n/
divise 8§ + ...+ S;Cn/.

(3) Pour conclure, il suffit de considérer le sous-ensemble

n/
U Ey, c{a1,... 02,1}
j=1

qui est de cardinal pn’ = n et dont la somme de ses éléments vaut

n/

n/

o /
D5k =Pk,
j=1

J=1

qui est divisible par pn/ = n.
Etape 3. Le résultat est optimal.

On considere (2n — 2) entiers parmi lesquels (n — 1) valent 0 et (n — 1) valent 1. On
ne peut pas trouver n éléments dont la somme soit divisible par n, puisqu’elle est toujours
inférieure a n et strictement positive. ]

Références. M. Zavidovique, Un Max de Maths

120 Anneaux Z/nZ. Applications.

121 Nombres premiers. Applications.

123 Corps finis. Applications.

142 Algebre des polyndmes a plusieurs indéterminées. Applications.

144 Racines d'un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications
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1.13 Le nombre de polynomes irréductibles unitaires dans
F,

Théoréme (Formule d’inversion de Mobius). Soient f : N* — R et g : n € N* —
> djn f(d). Alors pour tout n > 1 :

F) =3 () o(d) =D ndyg (5)-
dln

dn

PREUVE. On commence par voir que sin =1, >, u(d) =1 et sin = pit...por, alors :

dould) = p()+ > ppi)+-+ppr-p+r)

dn 1<i<r

- 1—<:>+<;>—...+(—1)T:(1—1)T:0

de sorte que 'on peut calculer :

Soudg (%) = S fd) =3 f(d)
&)

dln dn dd'|n
= D _fd) Y uld) = f(n)
d'n e
Et on passe d’une somme & l'autre en posant d' = n/d. O

Fort de ce résultat, on va montrer ’estimation suivante.

Théoréme. Pour n € N*, A(n,q) désigne le nombre de polynémes irréductibles unitaires
sur Fg. On note I(n,q) = Card A(n, q). 1l existe des polynémes irréductibles de tout degré

sur Fy et
mn

q
I(n,q) ~ —.
(n,q) ~ -
PREUVE. La premiere partie consiste a étudier les diviseurs des polynomes X" — X.

(1) Si P est un facteur irréductible unitaire de X9 — X dans F,, alors notons d son degré.
Comme X" — X est scindé sur Fn, P est aussi scindé dans Fgn et si € Fyn est
une racine de P, F,(z) est un corps intermédiaire entre F, et Fyn de degré d. Alors, la
théoreme de la base télescopique donne :

[Fgn : Fy(2)][Fy(z) : Fo] = [Fgn : Fg] = n

et on peut déja affirmer que d|n. De plus, comme X% — X est a racines simples dans
F?" (c’est la définition), ses facteurs irréductibles dans F, sont de multiplicité 1 et on

a .
X" X’ I11II »
dln PeA(d,q)

(2) Maintenant, si djn et P € A(d, q), alors soit F, une cloture algébrique de F,,.
e Si z € Fy est une racine de P alors par unicité des corps finis, F,(z) ~ F,a donc x

. . d
est aussi une racine de X7 — X.
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e Comme d|n un savant bidouillage avec les puissances montre que X ¢ _ X|xT" - X.

e Comme P Est irréductible, il est a racines simples dans Fq, en effet sinon il existerait
a € F, tel que X —a|P et X — a|P'. Alors X — « divise P A P’ qui est donc de
degré supérieur ou égal a 1. Mais comme P A P'|P et que ce dernier est irréductible,
P AP = P, c’est & dire P’ = 0. Le morphisme de Frobenius dit alors que P est de
la forme P(X) = R(X?) = R(X)P, c’est absurde.

En conclusion, on vient de montrer en mettant tout ensemble que :
II IT Px"-x
dln P€A(d,q)

Finalement on peut écrire :

x"-x=]] I P

dln PeA(d,q)

et la suite n’est que dénombrement : en regardant les degrés, on trouve

¢" = dI(dq).

dln

La formule d’inversion de Mdbius donne :

n q"+r
nl(ng) =Y n(5)a" = Ing) ="
dln
ol n
e T ()
dln,d<n
Cela montre déja que I(gq,n) # 0 pour tout n et en majorant :
1%] B 2|41
gzl -1 _ g2
E I T S o7 -
d=1
et on en déduit I’équivalent annoncé. O

Référence. S. Francinou, H. Gianella, Ezxercices de Mathématiques pour ’Agrégation,
Algébre 1

123 Corps finis. Applications.

125 Extensions de corps. Exemples et applications.

141 Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et
applications.

190 Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
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1.14 Le groupe O(p,q)

Soient deux entiers p, g dont la somme vaut n. O(p,q) C GL,(R) désigne le groupe des
isométries de la forme quadratique standard sur R™ de signature (p,q) :

O(p,q) ={M € GLp14(R), MI, ,M* =1,,}

I 0
he=(805,)

Théoreme. Il existe un homéomorphisme :

ou I, ; désigne la matrice :

O(p,q) = O(p) x O(q) x R™.

PREUVE. La preuve peut étre vue comme une application de la décomposition polaire sur
GL,(R).

Etape 1. O(p, q) est stable par transposition et la décomposition polaire y est interne.

Soit M € O(p, q). Puisqu'une matrice commute avec son inverse, on a :
"MIpgM = Ipg <= ("M, ,)(MIy ) = I <= (MIp4)("MI,4) = I, <= M1, ;'M = I,

donc 'M € O(p, q). Ecrivons maintenant M = OS ot O € O(n) et S € .Z;+(R). 1l s’agit
de montrer que O et S sont dans O(p,q). On va montrer que S l'est, ce qui est suffisant.
Par le théoreme spectral et I'unicité de la racine carrée, on peut écrire :

S = Pdiag(v/ A1, ...,V An) P!

ot P € GL,(R) et les \; > 0. En outre, comme S? = {MM € O(p, q), il est facile de voir
que :
S lg = IpgS > = L(S*) g = Ip,gL(S7?)

pour tout polynoéme L € R[X]. En particulier, si L est le polynome interpolateur de La-
grange vérifiant :

Vie{l,...,n}, L) =V et L) = (Va) !

onaS=L(5% et St = L(S72) et la conclusion suit.

Conclusion provisoire. Comme la décomposition polaire induit un homéomorphisme de
GL,(R) dans O(n) x ., t(R), on en déduit par restriction que

Op,q) = (O(p,q) N O(n)) x (Op,q) N ZI(R)). (1.5)
Etape 2. Etude de Uintersection O(p,q) NO(n).

Soit M € O(p,q) N O(n). Puisque I, ;M = M1, ,, les sous-espaces propres de I, , sont
stables par M qui s’écrit alors par blocs sous la forme :

(M, 0
= (0 )
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Et comme ‘MM = I,,, on trouve que M, € O(p) et M, € O(q). D’ott 'homéomorphisme :
O(p,q) N O(n) = O(p) x O(q). (1.6)

Etape 3. Etude de Uintersection O(p,q) N (R).

Introduisons ’ensemble
Up,q) = {N € My(R), NI+ I, N =0}
On va montrer que exp réalise un homéomorphismelﬂ :
exp : U(p,q) N Fn(R) — O(p,q) N7 F(R). (1.7)

e D’abord exp : .7, (R) — 7, T(R) est continue et injective car si exp(A) = exp(4’), en
écrivant :

A= Pdiag(\1, ..., \n) P71 = exp(A) = Pdiag(eM,...,eM) Pt e .7 (R)

on obtient en considérant le polynéme interpolateur de Lagrange L tel que L(e) = )\
pour tout i € {1,...,n}:

L{exp(A")) = Liexp(A)) = A

et comme A’ commute avec L(exp(A’)), on vient de prouver que A et A’ commutent. Ces
deux matrices sont donc co-diagonalisables : il existe Py inversible telle que :

A = Pydiag(Ar, ..., APyt et A’ = Pydiag(N,...,\,) Pyt

En passant a ’exponentielle, on trouve que pour tout i € {1,...,n}, M = e)‘;, d’ou
Ai=Net A=A
e Si N € U(p,q) N Z(R), alors exp(N) € O(p, q) car

IpgN = =N, = I, gexp(N) = exp(—N)I,; = "exp(N)I, g exp(N) = I .

e Enfin, si M € O(p,q) N, T (R) on peut écrire pour une certaine matrice P € O(n) et
certains A\; > 0 :
M = Pdiag(\, ..., \)P 7L

Alors la matrice
N = Pdiag(ln\q,...,In\,) P!

est bien définie, appartient & .7, (R), dépend continiiment de M et vérifie exp(N) = M.
Il reste a voir que N € U(p, q). Une fois encore, comme :

MI,q = Ip,inl = L(M)I, = Ip,qL(Mil)

pour tout polynéme L € R[X], il suffit de trouver L tel que N = L(M) et —N = L(M~1).
Le polynoéme d’interpolation de Lagrange vérifiant :

Vie{l,...,n}, L(\)=In)\ et L(\; ') =—In)\

convient.

5. On montre en fait incidemment que exp : %, (R) — T (R) est un homéomorphisme.
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Finalement, un calcul par blocs montre que

A B A 0
U:<tB C)GU(p,q)ﬂyn(R)@Ufp7q+lp’qU:2<0 —D>'

Et donc
upn @ ={( 5 7). BeMum]

D’ou I’homéomorphisme :

U(p,q) N .Zu(R) = R (1.8)

Conclusion. Le théoreme découle de (1.5)), (1.6, (1.7) et (1.8). O

Références. Zavidovique et H2G2

170 Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité,
isotropie. Applications.

1.15 Les polygones réguliers constructibles
Quelques pré-requis

Théoréme (Wanzel). Un nombre est constructible si et seulement s’il appartient a une
tout d’extensions quadratiques de Q.

Le polygone régulier & n cotés est constructible lorsque 1’angle 27 /n est constructible, ce
qui revient & dire cos(27/n) est constructible.

Les nombres de Fermat sont les nombres de la forme 22™) + 1, m € N.

Ce qu’on va montrer.

Théoréeme (GauB-Wanzel). Les polygones réguliers constructibles sont ceuzr dont le nombre
de cotés n sont de la forme 2% avec o > 2 ou de la forme 2%pips...pr ot les p; sont des
nombres premiers de Fermat distincts.

La preuve de ce théoreme résulte de la concaténation des quatre résultats suivants,
classés par ordre de difficulté.

27

Proposition 1. Les angles de la forme 55 sont constructibles.
PrREUVE. 1l suffit de savoir construire des bissectrices. O
Proposition 2. Si m et n sont premiers entre euz, l’angle % est constructible si et

seulement si 2% et % sont constructibles. En conséquence, si n a pour décomposition en

facteurs premiers n = pi*...pp*, le polygone régulier a n cotés est constructible si et

seulement si les angles z%" .. ,2%; le sont.
1 Py,
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PREUVE. Prouvons la premiere partie de I’énoncé. Le sens direct est facile et ne nécessite

o~

™

pas que m et n soient premiers entre eux : les angles % et %’T sont des multiples entiers

de 'angle % Pour la réciproque, on écrit une relation de Bézout entre m et n et il s’agit
ensuite de construire la somme de deux angles constructibles, ce qui est possible. ]

—

27

oo est constructible alors « =1 et p est

Proposition 3. Soit p > 3 un nombre premier. Si
un nombre de Fermat.

PREUVE. Notons ¢ = p* et w = exp(2in/q). Par le théoreme de Wanzel, on a :
[Q(w) : Q] =2™, pour un certain m € N.

Mais comme le g-eme polynome cyclotomique @, est le polynome annulateur de w sur Q,
on a :

Q) : Ql=2"=p(q) =p"'(p—1).
Comme p est impair, on a déja o = 1 et p = 2™ + 1. Reste a montrer que m est une
puissance de 2. En écrivant m = 28\ avec A impair, on a : p = 1 + (2(2ﬁ)))‘ et comme
1+ X |14 X* (car (—1) est racine lorsque A est impair), on a 1 + 2(2B)|p et le résultat suit
puisque p est premier. ]

Proposition 4. La réciprogue de la proposition[3 est vraie.

PREUVE. Notons p = 1 + 2", w une racine primitive p-eéme de I'unité et K = Q(w). On a
[K: Q] =p—1 et une base de K sur Q est {1,w,...,wP 2}

Etape 1. Le groupe des automorphismes de K, sa vie, son oeuvre.

On note G le groupe des automorphismes de K/Q. En appliquant g € G a ®,(w) =0,
on voit que g est entiérement déterminé par l'image de w qui ne peut étre qu'un w”,
1 <k <p-—1. On note désormais g; € G tel que

gk (w) = w".
On a donc G = {g1,...,gp—1} mais on peut en dire plus : en considérant I’application :
1G> (Z/Z), g h

dont on peut montrer que c¢’est un isomorphisme de groupes, on sait aussi que G est un
groupe cyclique d’ordre p—1 = 2", disons engendré par g € G. Intéressons-nous maintenant
aux sous-groupes : G; := (g%) pour i € {1,...,n}. Ils sont d’ordre 2"~ et on a :

{1} =G, CGr-1C...C G CGy=0G.

Etape 2. De la théorie de Galois sans le dire.

L’idée principale de la preuve consiste & associer aux sous-groupes G; les sous corps :

K;={z€K, gQi(z) =z} C K.
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De ces sous-corps, proviendra la tour d’extensions quadratiques recherchée. Comme @2 =
(921)2, on a déja K; C K;1 et comme ¢g" = Id, on a K, = K. Reste & montrer :

(Z) Ko=Q (’LZ) Vi € {0,...,77,— 1}, [Ki+1 : Kz] = 2.

Etape 3. Faisons le.

(i) On a clairement Q C Ky. De plus, si z € K, z s’écrit de fagon unique :
2= Aw + Mg(w) + ...+ Np_2gP 2 (w).

Ainsi, si z € Ko, on trouve en appliquant g a cette égalité : \g = A\ = ... = \p_2 et
alors :
z=Mw+w?+.. . +uPH=-XeQqQ.

(ii) On montre d’abord que les inclusions K; C K;1 sont strictes. Il suffit pour cela de
voir que :
2n7i71_1

i+1
z = Z gh2 S Kz'+1 \Kz
h=0

Ensuite, il n’y a qu’a écrire :
2n = [Kn : Kg] = [Kn : Kn—l][Kn—l : Kn_Q] e [Kl : Ko]

Il y a n facteurs non égaux a 1 (car les inclusions sont strictes) d’ou le résultat.

Etape 4. La conclusion.

Pour revenir a cos(27/p), il suffit d’écrire :

cos2;T = %(w +w e Q).

En fait, on a méme :

mais c¢’est inutile. O

Référence. J-C. Carrega, Théorie des corps, la régle et le compas

102 Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupe des racines de 'unité.
Applications.

121 Nombres premiers. Applications.

125 Extensions de corps. Exemples et applications.

183 Utilisation des groupes en géométrie.
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1.16 Quaternions et rotations
Quelques pré-requis

Définition (Réalisation matricielle des quaternions). L’ensemble des quaternions H est
I'ensemble des matrices de M3 (C) de la forme :

q:<z —w>, z,w e C
w oz

C’est une algebre a division non commutative ou I'inverse d’un élément ¢ est donné par :

= det1<q> ( S ) |

e Le corps C est le sous-corps de H constitué des matrices diag(z, z).

e La conjugaison quaternionique d’un élément ¢, notée g, est définie comme la trans-
conjuguée de la matrice qui le représente.

e La norme d’'un élément g € H est N(q) = ¢q.

Proposition. En tant qu’espace vectoriel, H est de dimension 4 et admet pour base :

() (05 () (0

On a i? = j2 = k> = —1 et la multiplication entre les éléments de H est donnée par le
diagramme suivant :

e N
J — k
e Le sous-espace des quaternions imaginaires purs est I = Ri ® Rj & Rk.

o Le centre de H est réduit aux quaternions réels R.

e FEn écrivant q=x +yi + zj +tk, on a :
G=x—yi—zj—tk et N(q)=z>+19y>+22+1°

et N(qq') = N(q)N(q').

e L’application N est une forme quadratique sur H associée a la forme bilinéaire (q,q') —
3(a@ + ¢

e La base (1,i,j,k) est orthonormée. En particulier, le sous-espace des quaternions imagi-
naires purs I est l’orthogonal de R = R1.
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Ce qu’on va monter.

On note G le groupe des quaternions de norme 1, c’est a dire le noyau de 'homomorphisme
de groupes N : H* — R

Théoreme. Il existe un isomorphisme explicite :
G/{£1} ~ SO3(R).
PREUVE. Il s’agit de remarquer que G agit par automorphsimes intérieurs sur H :

S: G — Aut(H)
h +— S, H — H
q +— hqh_1 = hqﬁ

L’application linéaire S}, est bien un automorphisme, son inverse est donné par S = (Sp)~ L
L’application S est bien un homomorphisme car Sp,p,(q) = h1haghah1 = Sh, Sh,(q).

(1) Pour tout h € G, lapplication S, respecte la norme. Comme 1 est central dans H,
I’application S; préserve R et son orthogonal I. On a donc le droit de restreindre
S : G — O(I). Via le choix d’une base qui donne un isomorphisme entre O(I) et le
groupe orthogonal O(3,R), on en déduit un morphisme :

S:G— OB3,R).

(2) En munissant O(3,R) € M3(R) de sa topologie usuelle, on voit que 'application S
est continue (on peut le voir en écrivant la matrice de Sj, dans la base (i, 7, k) dont les
coefficients sont polynémiaux en les coordonnées de h). On peut écrire :

G={(z,y,2t) R, 2> +y*+22+* =1}

de sorte que G est homéomorphe & la sphere S? et en particulier connexe. Ainsi, I'image
S(G) est aussi connexe et puisqu’elle contient 'identité, on dispose en fait d’un mor-
phisme :

S:G— SO3R).

(3) Le noyau de S est KerS = Z(H)NG = RN G = {£1}. Il ne reste plus qu’a montrer
la surjectivité de S et on pourra conclure par théoreme d’isomorphisme.

(4) Pour la surjectivité, il suffit de montrer que I'image S(G) contient tous les retournements
(car ils engendre SO3(R)). Soit h € TN S? et 7, le retournement d’axe Rh. On va
montrer que S = 7. Il suffit de voir que Sy laisse stable h (ce qui est évident car
Sp(h) = hhh=! = h) et de montrer que S}, est une involution :

(Sp)2 =82 =8_1=1Id

car he ING donc h=—h et h2 = —hh = —1.
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Références.

H2G2

D. Perrin, Cours d’algébre

A. Jeanneret, D. Lines, Invitation a [’algébre

101 Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

161 Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en dimensions
2 et 3.

182 Applications des nombres complexes a la géométrie.

183 Utilisation des groupes en géométrie.

1.17 Sous-groupes distingués et noyaux de caracteres

Lemme (Noyau des caracteres). Soit G un groupe fini et p : G — GL(V') une représentation
de caractére xy ou V' est un espace de dimension d. Alors

Ky, ={9€G, xv(g) =xv(1)}

est un sous-groupe distingué de G appelé noyau de la représentation.

PREUVE. Soit g € G d’ordre k. Comme g* = 1, on a p(g)* = Id donc p(g) est annulé par
un polynome scindé a racines simples. C’est donc un endomorphisme diagonalisable et ses
valeurs propres wi,...,wy sont des racines de 'unité. En particulier :

Ixv(g)| = |wi + ... +wq| <d=|xv(1)].

Si g € K,,, alors I'inégalité précédente est une égalité et les w; sont positivement liés.
Nécessairement,
wp=...=wg=1

et p(g) = Id. Réciproquement c’est aussi vrai donc
Ky, = Ker(p)
est un sous-groupe distingué. O

Soit G' un groupe fini dont on note G = {p1,...,pr} le dual formé de représentants des
représentations irréductibles non isomorphes.

Théoreme. Les sous-groupes distingués de G sont exactement du type

(Ey ot IC{l,...,r}.
i€l

PREUVE. Soit N <1 G un sous-groupe distingué. On appelle U la représentation réguliere
de G/N, on sait qu’elle est fidele, c’est a dire que py est injective.

(1) On note 7 : G — G/N la projection canonique et on pose :

Vg€ G, pulg) = puom(g).
Alors py : G — GL(U) est une représentation de G de noyau

Ker(p) = Ker(pom) = N.
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(2) Notons x le caractere de py. D’apres le lemme préliminaire, N = K.
(3) On décompose x en fonction des caracteres irréductibles :
X =aix1+t ...+ aXr-

Comme dans la preuve du lemme, on a :

Vg e G, [x(9) <D ailx(9)l <> ailx(1)] = x(1)
i=1 =1

et g € K, si et seulement si x(g) = x(1) si et seulement si I'inégalité est une égalité si
et et seulement si :

Vie{l,...,r}, aixi(9) = aixi(1).

On obtient finalement
geK, < |a; >0 = ge K,]|.

et le résultat avec I = {i a; > 0}.

Le réciproque est évidente puisqu’une intersection de sous-groupes distingués est un sous-
groupe distingué. O

Corollaire. G est simple si et seulement si

Vi#1, Vg € G, xi(g9) # xi(1).

PREUVE. S’ existe g # 1 dans G tel que x1(g) = xi(1) alors K; C G est un sous-groupe
distingué non trivial donc G n’est pas simple. Réciproquement, si G n’est pas simple, il
existe g € N, g # 1 ou N <G est un sous-groupe distingué. Le théoréme précédent dit que :

N:ﬂm

i€l

donc g € K; pour un certain ¢ ce qui signifie encore que x;(g) = x:(1). O

Référence. G. Peyré, L’Algébre discréte de la Transformée de Fourier

103 Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
107 Représentations et caracteres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.
1.18 Sur les groupes paveurs du plan

Soit £ un plan affine euclidien de direction F.

Définition (Groupe paveur). On dit qu'un sous-groupe G de Is™(€) est un groupe paveur
(direct) lorsqu’il existe un compact connexe P d’intérieur non vide tel que G vérifie les
axiomes suivants :
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G P =¢

geG
(i) g(P)Nh(P) = g = h.

On notera T' C Is™(€) 'ensemble des translations. Soit G' un groupe paveur.

Lemme. Soit I' un sous-groupe de E. On suppose que :
(i) T' est discret au sens ou pour tout w € I', il existe r > 0 tel que B(u,r) N T = {u}.
(ii) T engendre E en tant qu’espace vectoriel.

Alors T' est un réseau au sens ot il existe une famille R-libre (u,v) € E X E (appelée base
de I') telle que
I'=2u Zv.

De plus, on peut prendre pour base de T' tout couple (u,v) € T' vérifiant :

lull = min iz}, et o] = min [lz].
zeI'\{0} z€\Zu
PREUVE. Puisque I' est discret, on peut choisir v € I'\ {0} tel que ||u|| soit minimal, puis
v € I'\ Ru tel que ||v|| soit minimal. On va montrer que I' C Zu & Zv. Soit w = Au+ pv €
'\ {0} avec A\, p € [0, 1] (quitte a translater). Si A ou p est nul, cela contredit la minimalité
de u ou v. Si A et p sont non nuls, alors un calcul montre que :

|w||? < (a+b)|ul|*> donc a-+b> 1.

Mais en refaisant pareil avec w’ = u + v — w on trouve a + b < 1. C’est contradictoire.
Finalement w = 0 et la conclusion suit. O

Théoréme. Il y a a conjugaison prés dans GL(R?) exactement cing groupes paveurs.

PREUVE. Il y a trois étapes.
Etape 1. Etude des translations de G.

On note T'(G) 'ensemble des translations de G et I'(G) C E le sous-espaces des 4 € E
tels que tz € T(G). Il s’agit de montrer que I'(G) est un réseau de E.

e D’abord, I'(G) est discret car si on choisit € > 0 tel que P contienne une boule de rayon
e alors, puisque pour tout g € G \ {id}, g(P)NP =10, on a :

ZeT(G) = || > 2.

et la structure de groupe de I'(G) permet de conclure.

e Supposons que I'(G) = {0} alors G ne contient que des rotations. Si deux rotations
avaient des centres distincts, leur commutateur serait une translation non triviale donc
toutes les rotations ont méme centre et comme P est compact, G(P) aussi et le premier
axiome n’est pas vérifié. Supposons ensuite que I'(G) C Ru. Alors si r € G\ T(G), on
arotzor ' =tz € T(G) donc 7(w) est colindaire & @ et 7 est une symétrie centrale.
La composée de deux symétries centrales autour de deux centres distincts A et B est
la translation de vecteur 2AB. Finalement, les centres des symétries sont sur une méme
droite dirigée par i et le premier axiome ne peut pas étre vérifié.
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Finalement, I'(G) est discret et contient une base de E donc c’est un réseau par le lemme
préliminaire.

Etape 2. Etude des rotations de G.

On note G = {f, f € G} C GL(E). 1l s’agit de montrer que G est isomorphe a
un groupe cyclique d’ordre 1, 2, 3, 4 ou 6.

Soit g € G. On considere une base (#, ¥) du réseau I'(G). Comme
gotzog ' =tja €G

alors g(u) € Zu + ZV et de méme pour ¥. Ainsi, la matrice de g dans la base (u,v) est
a coefficients entiers. En notant 6 I'angle de la rotation g, on trouve : Tr§ = 2cosf € Z,
de sorte que g € {id, —id, Ry/2, Ry /3, Ror/3}. Puisque la composée de deux telles rotations
distinctes et distinctes de +id n’est pas une rotation listée, on est assuré que G est cyclique
avec un ordre parmi ceux annonceés.

Etape 3. Conclusion.

D’abord, il existe des groupes paveurs dont 'ordre de la partie linéaire est un des cinq
listés : il suffit d’en exhiber. Ensuite :

- Soient n € {1,2} et G1 et G2 deux groupes paveurs de partie linéaire d’ordre n. Ainsi,
pour i € {1,2}, G; est engendré par les translations ¢, et t5 et éventuellement la symétrie
centrale s; de centre A; lorsque n = 2. On considere 'application affine f € GA(E) définie
par

— —

f(A) = Az et f(ur) =z, [(0h) = o
On a bien Go = fG1f~ 1.

- Soient n € {3,4,6} et G et G2 deux groupes paveurs de partie linéaire d’ordre n. Pour
i € {1,2} on consideére r; une rotation de centre A; qui engendre G; et i; € I'(G;)\ {0} de
norme minimale. Soit ¥; = 7;(@;). Alors (i;, U;) est une famille libre et comme ||@;|| = ||¥;]]
c’est une base de I'(G;) (lemme préliminaire). On considere la similitude affine f € GA(E)
définie par

— —

f(A1) = Ay et f(uy) = 1o, f(T1) = vo.
On a bien Go = fG1f~L.

Références.
M. Berger, Géométrie, Tome 1
R. Krust, https://www.lycee-champollion.fr/IMG/PavagesDirects_b.pdf

161 Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en dimensions
2 et 3.
183 Utilisation des groupes en géométrie.
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2 ANALYSE ET PROBABILITES

2.1 Au bord du disque de convergence - théoremes abéliens
et taubériens

Théoréme (Abel angulaire). Soit f(z) = Y anz™ une série entiére de rayon de convergence
1. Soit 6y € [0,7/2[. On pose;

Ag,={2€C, |z|<1etIp>0,30€c[-0,b) z=1-pe?}.

Si la série Y a, converge alors :

+o0
lim  f(z2) = Zan.
n=0

Z—>1,ZEA90
+00
PREUVE. On note R, = Z ak. Une transformation d’Abel donne pour (n,p) € N x N*
k=n+1

et z € Ay, :

n+p n+p n+p—1

k k 1 k+1
Z apz"” = Z (Rp—1 — Rp)2" = Rp2"t + Z Rp (2"t — 2) — Rn+p2”+p.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Soient € > 0 et Ny € N tel que pour tout n > Ny, |R,| < e. Alors, pour n > Nj :

n-+p

E apz"

k=n+1

n+p—1 |
< el 4 ¢ Z |2PF — 2R e 2P < 26t
k=n+1

z—1|
1— |z

Maintenant, si z = 1 — pe® € Ay, N D(1,cosfp), on a :

z—1 2 2
e L IE <
2cosp —p — cosby

2
< <2 + ) €.
cos O

Cette derniere majoration est aussi valable pour z = 1. Finalement, un critere de Cauchy
uniforme justifie la continuité de f en 1 et la limite annoncée. O

1—|z|  2pcosp — p?
de sorte que

n—+p

E apz"

k=n-+1

Vz € Ag, N D(1,cos6p), Yn > Ny, Vp e N*,
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Théoréme (Taubérien faible). Soit f(z) = > sp2™ une série entiére de rayon de conver-
gence 1 avec a, = o(1/n). Si :

ISeC, lim flz)=S

rz—1,x<1

—+00
alors Zan converge et E Ay = S.

n=0

PREUVE. Pour n € N, on note S, =Y ;_,aj. On écrit :

n +o0
Vn € N*, Vz €]0, 1], Sn—f(x):Zak(l—xk)— Z apaz®
k=1 k=n+1

et comme (1 —2%) = (1 —2)(14+z+... +2" 1) < k(1 —2) pour 0 < z < 1 on en déduit :

n +o00
Elap| . SUPg>p K]
. <(1- gk < (1 — 2)Mn + —en Tk
1S — fa)] < ( x>k§:1:k|akl+k§1 v S (o Mnt =g

ou M est un majorant de la suite (k|ag|)x. Soit 0 < e < 1. On a en particulier :

vn c N*, Supk>n k‘a’k‘ )

5
Sn—f(l——)’ < Me +
n
On choisit Ny tel que supy- v, klax| < €%, et on trouve :

Vn > NOa

5
- “ 9l < :
Su—f(1-2) <01+
On choisit N1 > Ny tel que pour n > Ny, [f(1 —¢e/n) — S| < € et on trouve :
5 5
Vo > N, \Sn—S\g‘Sn—f(l—ﬁ>‘+‘f<1—a)—s‘g(M+2)e

ce qui conclut. O

Théoréme (Taubérien fort, Hardy-Littlewood). Soit f(z) = > s,2™ une série entiére de
rayon de convergence 1 avec an, = O(1/n). Si :

ISecC, lim flx)=S5

rz—1, <1

—+00
alors Y ay, converge et E ap = S.

n=0

PREUVE. On se restreint sans mal au cas S = 0 (quitte & considérer ag — S comme premier
terme). On note ® I'ensemble des fonctions ¢ : [0,1] — R telles que

(i) Pour tout x € [0,1], la série ) anp(z™) converge
(i) lim, - 35,2 an(z™) = 0.
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Clairement, ® contient les fonctions polynémes qui s’annulent en zéro. De plus, pour ¢ :
¥ ona:

—+00

1— 1 !
Ve e [0,1], (1—x) Zx q(x (1 —x)Z(xk'H)" =1 N :/ q(t)dt
- 0

$k+1 z—1- k +1
n=0

et le résultat reste vrai par linéarité pour tout polyndéme. On va maintenant montrer que
g :=1j1/2,1] € ® ce qui conclura puisque :

+o00 |—log2/log x|
Va € [0, 1], Zang(;l?") = Z .
n=0 n=0

La condition (i) est claire puisque g(z™) = 0 dés que 2™ < 1/2. Pour le reste, on va approcher
g par des polynomes p1, p2 tels que :

L p1(0) = p2(0) = 0 et p1(1) = p2(1) =0
2. pr < g < ppsur [0,1]

' _ pa(x) —pi(x)
3. /0 q(z)dz < € avec q(x) = ﬁ

g(x) —x 1
On pose h(x = —
gent montre qu’il ex1ste deux fonctions continues s1 et so telles que

1
x1[071/2[(x) + ;1[1/271] (). Soit € > 0. Un dessin intelli-

1
s1<h<sy et /(52—51)(t)dt§5.
0

Puis, par le théoreme de Weierstrass, on exhibe deux polynomes 51 et $ tels que |s;—51| < &
et [sg — S2| < £. On définit alors u; = §; —€ et ug = 52+ ¢ qui sont des polynoémes vérifiant :

1 2
w < h<us et / (s — ) (1)t < / (55— s1)(t)dt + 4e < Be.
0 0
Comme g(z) = x + (1 — x)h(z) sur [0, 1], les polynémes

pi(z) =2+ 2(1 —2)ui(x) et pa(x) =z + z(1 — z)us(x)

conviennent. Finalement :

Zang <Z\aan1 \+Z\aan p1)(")].

Le premier terme est < € pour z > A pour un certain 0 < A < 1 puisque p; € ®. Pour le
second terme, on écrit :

vz € [0,1],

+oo oo
> lanll(g —p)(@)] < Zlan\(pz—pl)(ﬂc”)
n=0
+o00

< MZ M) ) < M- 2) Y amgan)

n=1
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2. ANALYSE ET PROBABILITES

ot |a,| < M/n pour tout n € N* et puisque (1—2") = (1—z)(1+z+...+2" 1) <n(l—z).
Or,on a:

400 1
lim (1 —x) Zx"q(x) = / q(t)dt < e
n=1

1" 0

d’ou la conclusion.

Références.
V. Beck, J. Malick, G. Peyré, Objectif agrégation
X. Gourdon, Analyse

207 Prolongement de fonctions. Exemples et applications.

209 Approximation d’'une fonction par des polynomes et des polynémes trigonométriques.
Exemples et applications. (le deuziéme)

223 Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

230 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes
partielles des séries numériques. Exemples.

235 Problemes d’interversion de limites et d’intégrales.

243 Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

2.2 L’équation de la chaleur dans un anneau

On peut tout faire en justifiant au fur et & mesure avec les théorémes de Lebesgue, c’est
un peu plus long mais on montre l'unicité en méme temps et le développement rentre dans
des lecons pas droles. Cependant la prewve de lunicité a partir de 'énergie transcrit une
propriété importante de l’équation de la chaleur. On pourrait aussi parler du principe du
mazTimum.

On cherche a résoudre I’équation de la chaleur dans un anneau, c’est a dire le probleme
de Cauchy :

{ dpu(t, x) = 92, u(t,x), pour tout z € [0,1] et tout ¢ > 0 (2.1)

limy o u(t, z) = f(x), pour tout x € [0,1]
ot f est une fonction C? périodique (de période 1). On cherche u périodique de période 1

sous la forme : '
u(t,z) = Z Uy, (t)e2™ e

nez
ou la sommation est pour l'instant purement formelle.

Etape 1 : analyse.

On effectue dans un premier temps des calculs purement formels pour déterminer les
coefficients u,,. Le systéme (22.1]) s’écrit alors : pour tout n € Z,

ul (t) = —4m*n%u,(t)

lim u,, (t) = / f(y)e 2™ dy
t—0 [071]
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On trouve pour tout n € Z :

un(t) = ( o f(y)e—%"ydy> et

et au prix d’une interversion Y et [, on a :

u(t,z) = /[O , (Z 2”4) Fy)dy = Ky + f(x) (2:2)

nezZ

ou on définit le noyau de la chaleur :
2,2 ;
Kt(l‘) — Z e—47r n t€217rnac
neZ

qui est bien défini comme somme d’une série de fonction normalement convergente sur tout
compact de ]0, +-o00[x [0, 1].
Etape 2 : synthese.

On vérifie que la fonction u définie en (2.2]) est solution du probleme de Cauchy ({2.1)).
Comme pour tout k£ > 0 la série de fonctions

422 ;
§ :nke 47rnt62z7rnm

neZz

est normalement convergente sur tout compact de ]0,+oo[x]0, 1], on peut dériver sous
'intégrale en t et en x. De plus, les fonctions (t,z) +— e™*7 n’tg2imna
I’équation de la chaleur donc il en est de méme pour u. De plus, au prix d’une interversion
>~ et [ qui est licite, on reconnait lorsque ¢ = 0 dans , la somme de la série de Fourier
de f qui converge bien ponctuellement compte tenu de sa régularité.

sont solutions de

Etape 3 : unicité de la solution

Par linéarité de 1’équation, si uy et ug sont solutions de ([2.1)), alors u = u; — ugy est
solution du probléeme :

Owu(t,z) = 92, u(t,z), pour tout x € [0,1] et tout ¢ > 0
u(0,2) = 0, pour tout x € [0, 1]

Posons pour tout t € [0, +oo],

1
E(t):/o (u(t, z))?dax.

On peut dériver sans crainte sous l'intégrale compte tenu du caractére compact de [0, 1] et
de la régularité de v :

1 1 1
E'(t):/0 2u(t,:1:)6tu(t,m)dx:/0 2u(t,x)8§xu(t,x)dm:—2/0 (Dpu(t, z))dx.
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2. ANALYSE ET PROBABILITES

ou la derniere égalité provient d’une intégration par partie (le caractere 1-périodique de
u permet d’annuler le terme de bord). Ainsi, E est positive et décroissante sur [0, +o0].
Comme F(0) =0, E est identiquement nulle, ce qui prouve que u = 0.

Le cas non périodique

Théoreme. Si f € L (R), alors il existe un et un seul élément u € C°(Ry, 7 (R)) tel
que

Owu(t,z) = 02 u(t,x), pour tout z € R et toutt >0
lim¢ o u(t,z) = f(z), pour toutz € R

PREUVE. La régularité de u nous autorise a prendre la transformée de Fourier de I’équation,
qui devient alors :

Ov(t, &) = —4n*€%a(t,€) et a(0,€) = f(&).
Comme dans le cas périodique, c’est une équation différentielle simple a résoudre :
it &) = e T,
Et nécessairement, i
u(t,x) = F e T ) (@)

Comme on sait calculer la transformée d’'une gaussienne, on peut écrire plus simplement,
u(t, ) = Ky * f(x)

ou le noyau de la chaleur K; est défini par :

1 22
Ki(x) = \/mefﬂ.

Compte-tenu de la régularité, on peut vérifier facilement que u ainsi défini est solution de
I’équation de la chaleur. ]

Remarque. On ne dit absolument rien sur l’existence ou 'unicité de la solution dans un
autre cadre fonctionnel que celui-la. En particulier, on pourra vérifier que la fonction :

z2
ﬁe_ﬁ sit>0

0 sit=0

v(t,z) =

est solution de l’équation de la chaleur avec condition initiale nulle. Pour tout t € R4,
v(t) € .(R) mais v n’est bornée sur aucun voisinage de (0,0) (donc méme pas continue).

Références.
B. Candelpergher, Calcul Intégral
J. Rauch, Partial differential equations
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209 Approximation d’une fonction par des polynomes et des polynémes trigonométriques.
Exemples et applications.

213 Espaces de HILBERT. Bases hilbertiennes. Exemples et applications. (euh...)

222 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.

235 Problémes d’interversion de limites et d’intégrales. (mais si)

239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et
applications. (LOL)

246 Séries de FOURIER. Exemples et applications.

2.3 Des bases presque orthogonales et des opérateurs com-
pacts

Théoréme (Paley, Wiener, Birkhoff, Rota, Nagy, Lax). Soit H un espace de Hilbert muni
d’une base orthonormée {xy}. Soit {y,} une famille d’éléments de H < proches >des {x,}
au sens ov :

S Jl#m — gl < +o0.

Si aucun y; n’est dans l'adhérence du sous-espace engendré par les autres y,, alors {yn}
est une famille totale. En particulier, si les y, sont orthonormés, alors {y,} est une base
hilbertienne.

PREUVE. On va commencer par le résultat de base sur les opérateurs compacts.

Théoréeme. Soit C' : X — X un opérateur compact d’un espace de Banach. On note
T=1-C.

(i) Si (Cy)n est une suite d’opérateurs compacts qui converge en norme d’opérateur vers
un opérateur C. Alors C est compact.
(i) Im(T") est fermée.
(iii) (Fredholm) Si T est injectif alors T est surjectif.

PREUVE. (i) Soit € > 0 et n € N tel que ||C), — C|| < €. Puisque 'image de la boule
unité par C,, peut étre recouverte par un nombre fini de boules de rayon ¢, I'image de
la boule unité par C peut étre recouverte par un nombre fini de boules de rayons 2e¢.

(74) Soit (yg)r une suite de points de Im 7" qui converge vers y € X :

lim yp =y, yp=Tx.

k——+oo

On note dj, = dist(zy, KerT') et on montre que la suite des (dj)r est bornée. Pour
cela, on consideére une suite (zx)x de points de Ker T telle que |wy| := |z — 2zi| < 2d.
Clairement,

Twy =Tz — Tz = yi.

Si la suite (dj)r n’était pas bornée, alors uy = wy/dy vérifie |ug| < 2 et Tuy =
yx/di, — 0 puisque (yx)x est bornée. Par définition de T' compacité de C' et continuité
de T on a quitte a extraire :

up — Cup, =Tup, -0 — wup - u € KerT.
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C’est contradictoire avec |ux — u| > 1 qui découle de la définition de uy. Donc (dy)g
est bornée, toute comme (wy ). Mais alors, on peut extraire une sous-suite de (Cwy)
convergente et quitte a extraire :

wy—Cwp =y >y = w — w.

Par continuité de T', on a :
w—Cw=Tw=y.

(747) On suppose que T' est injectif et on considere la suite :
Xo:=X et VneN, X, =TX,=T""Xc X,.

On veut montrer que X; = X donc on suppose le contraire. Par injectivité de T, les
inclusions sont strictes. De plus comme :

™=(I-0)" =I+§ <Z>(—1)’“ck

le premier point montre que I'image de T™ est fermée pour tout n € N. Ainsi par le
lemme super important ci-dessous, pour tout k € N, il existe x; € X}, tel que :

1
lzp] =1 et dist(zg, Xgy1) > 3

Alors, sim < mn :
Cxy — Cxyy =y — (Txp, + xp — Txp) € Ty + Xinp1

et |Cxp, — Cxy| > 1/2. Cest contradictoire avec la compacité de C' car alors (Czy,)y,
ne contient aucune sous-suite convergente.

O]

On peut maintenant prouver le théoréme & proprement parler. Prenons v € H et

écrivons :
u= g AnTpny A = (Tp,u).

On définit ensuite I'application linéaire B : H — H définit par :

N
Bu=) an(yn—on)+ D anvn = lim 3 anyn =i anyn.
n=0

Il n’y a pas de probleme de définition puisque :

/ /
S fanlllvn = 2all < (X lanl?) " (3 llgn —2al?) " < Cllu] < +oc.

On vient méme de montrer que B — I est une application linéaire continue. On prétend que
B — I est un opérateur compact. En effet, on peut écrire B — I comme la limite (en norme
d’opérateur) des opérateurs :

N
Gy :ur— Gyu:= Zan(yn — )

n=0
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qui sont compacts puisque leur image est de dimension finie. Comme B = I + (B — I), il
suffit de montrer que B est injectif pour conclure que B est surjectif. C’est évident car

Bu=0 = Zanyn:O = VneN, a, =0 t.e u=0

par I’hypothese d’indépendance des y,. O

Lemme (Super important). Soit V' un espace vectoriel normé et W C V un sous-espace
vectoriel strict fermé de V. Alors il existe v € V tel que ||v]| =1 et d(v, W) > 1/2.

PREUVE. On choisit y € V\ W et w € W tel que ||y — w|| < 2d(y, W). On vérifie que
y—w

= —~——— convient. O]
|y — wll

v

Référence. P. D. Lax, Functional Analysis

203 Utilisation de la notion de compacité.
208 Espaces vectoriels normés, applications linéaire continues. Exemples.
213 Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

2.4 A propos de I’équation de Schrodinger linéaire

1l faut un peu adapter pour pouvoir présenter ce développement : je pense qu’une bonne
solution est de tout montrer sauf l'unicité au sens faible et d’éventuellement rajouter la
transformée de Fourier de la gaussienne. Le détail de lunicité pour les solutions faibles
est probablement dangereux a présenter. A noter que PLEIN de legons d’analyse peuvent
contenir ce développement au moins en exemple : 201, 202, 205, 207, 208, 213, 222, 234,
235, 239, 241, 250. ..

On cherche a résoudre le probleme suivant :
i0u(t, z) + Au(t,z) =0 dans D'(R x RY)
u(0,-) =ug € H*(RY), scR
On va d’abord s’intéresser aux solutions tempérées de (S)).

Théoréme 5 (Solutions tempérées). Pour tout ug € .7 (R?), il existe une unique solution
de appartenant & C*°(R, . (R%)).

PREUVE. Soit u une telle solution. Alors en prenant la transformée de Fourier selon x de
(S]), on trouveE| :
Ot = iAu(t, &) = —dir?[€*a(t, €).

1. La régularité est impggante : le théoreme de convergence dominée permet de montrer que si u €
C* (R, (R%), alors t +— u(t) est aussi dans C°(R,.#(R?)), ce qui justifie la notation @(t,¢). Mais ca
ne suffirait pas de supposer que pour tout t € R, u(t) € S (R%) (voir un contre-exemple a la fin du
développement sur I’équation de la chaleur).
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C’est une équation différentielle linéaire en ¢ avec un parametre . Son unique solution
s’écrit :
20112
lt, €) = e~ ().

On en déduit I'unique solution tempérée de en prenant la transformée de Fourier inverse
dans . (Rd). Et il n’y a pas de probleme pour dériver indéfiniment en ¢ puisque tout est
dans .7 (R%). O

Il convient de remarquer que l'on peut écrire cette solution :
u(t, z) = ePug(z)
ou on a défini pour ¢t € R, 'opérateur :
et ZRY) — S (RY
fo— eitAf — ]:—1(6—47r2it|§\2]‘>’

Lemme 6. Listons quelques propriétés importantes :

tA

o L’opérateur e"= se prolonge de maniére unique en une isométrie de HS(Rd) :

VfeH (R, (" fllms = || fllae (2.3)
o Pour tout ty,ts € R, elltitt2)A — gitidgita A
e Pour tout f € H*(RY), > f € CO(R, H?)

PREUVE. e Comme .7 (R?) est dense dans H*(RY), il suffit de vérifier (2.3) pour tout
f € Z(R%) pour conclure grace au théoréme de prolongement des applications linéaires
continues. Par définition de la norme H* :

7 —4n2it|¢|? s/2 ¢
€2 llie = [|e= R (Lt 162072 F] ey = I e

e La propriété de semi-groupe se lit dans la définition pour f € .(R%) et demeure vraie
dans H?® par densité et continuité.

e Vérifions la continuité en t = 0 : pour tout g € H*(R%),

HeitAg o QH%-IS — / (1 + ‘5’2)5}(6—4ﬂ-2it\f|2 . 1)§(§)}2d§ — 0
Rd

par convergence dominée.

O]

Théoréme 7. Pour tout ug € H*(R?), le probléme est bien posé dans CO(R, H®) C D'(R x
RY) :u = ePuy € COR, H?) est l'unique solution de (I).

PREUVE. Existence. Avant toute chose, il faut préciser le sens que I'on donne & la dis-
tribution u = €A ug (c’est a dire au sens de I'injection C°(R, H*) — D'(R x R%)) . Pour
tout ¢ € D(R x RY), on définit :

() = [ (utt,), ot )
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et on vérifie que c’est bien une distribution : supposons que ¢ soit a support dans Ky x K.

(u,¢)] < / () Ltz () -t < [ 1 / ()l -
Rd Ky
Et on voit que :

le@ -« < el SCEL) Yo 10800700 may-
laf<[]s|]+1

Montrons maintenant que u est solution de au sens des distributions. Considérons une
suite (uf), d’éléments de . (R?) qui converge vers ug dans H*(R?) et posons u" = e*Aup.
Alors pour tout ¢ € D(R x RY) :

(" =, 0)] < Jlug —uollms - C Y 056 poe(ray — O
|s|+1

donc u"™ — u au sens des distributions. Pareil pour leurs dérivées a tout ordre et donc :
ipu(t,x) + Au(t,z) =0 dans D'(R x R%).

Et par continuité de e®® par rapport & t, on a bien siir u € C°(R,, H*) et u(0) = uy.

Unicité. Pour une équation homogene linéaire, il suffit de montrer que la solution nulle
est I'unique solution lorsque ug = 0. Soit donc u une solution de (??) avec ug = 0. L’idée
générale pour montrer I'unicité de la solution des probléemes linéaires est de se ramener a
montrer ’existence pour le probléme dual inhomogene. Plus précisément il s’agit d’écrire :

(Opu —iAu, p)prp =0 <= (u,0ip +iAp)p p = 0.

Dans C°(R, H®) cela équivaut 4 :

/R (u(t,), (Oup +i8p) (1)) 4, dt =0 (2.4)
Et on veut montrer :
VI € R, u(T,-) =0 dans H*(R?) i.e VT €R, Yhe Z(RY), (u(T,-),h)=0.

De deux choses 1'une : d’abord, on remarque que .7 (R x R%) ¢ C®(R;.7(R?) et ensuite
on sait résoudre le probleme dual :

O +iAp = 0 dans .7(R x RY)
@(11') = he ;VKI{d)

il suffit de prendre ¢(t,z) = e **~T)A], La conclusion suit alors directement de I'identité
IPP-like :

T
vT > 0, /0 <u(t, ), (8t(,0 + iAcp) (t, ~)>y,75, dt = (u(T,-),e(T,)) s &

laquelle résulteﬂ d’un jeu de découpages-collages.

2. Pour B. Perthame dans Transport Equations in Biology page 153, c’est évident mais j’ai pas compris
pourquoi.
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2. ANALYSE ET PROBABILITES

Etape 1. On montre que pour tous t; <ty et tout ¢ € D(R x RY) :
to
/ (u(t, "), Bp(t, ) +ilep(t, ) )dt = (ulta), p(t2)) — (ultr), (t1))-
t1

Prenons pour tout n suffissamment grand, y, € D(R) dont le support est contenu dans
[t1,t2] et valant 1 sur [t; + 1/n,ta — 1/n]. Alors (2.4) appliqué a y,¢ s’écrit :

0= [ wlo). o1+ z‘A)(xnsO)(t)>dt

<u @1+ IOt + [ u(0) X (Opl0)t = I+ 1

t1

La quantité |I7'| est majorée indépendamment de n par les mémes calculs que précédemment
et par le théoreme de convergence dominée :

1o [ G0, 0ok i) e0) .

n——+00 t

Quant a I3, on écrit :

ti+1/n t2
= [ memas 1w o)

t1 2—1/’!7,

et pour la premiere intégrale :

t1+1/n t1+1/n
[ wonoeoya = [T 0 ((ult)e) - utt), o)) detutt) ot

t1 t1

—>0

Idem pour la seconde intégrale. Le résultat annoncé s’ensuit. Tout cela est vrai parce que
Xn(t) converge vers ¢(t) dans .7 (R%)

Etape 2. Le résultat tient toujours lorsque ¢ € C(R,.7(R%)).

11 suffit d’appliquer I’étape 1 a x1(t)x2(ez)p(t,x) ou x1 € D(R) vaut 1 sur [t1,t2] et
x2 € D(RY) vaut 1 en 0. Le théoreme de convergence dominée permet de conclure.

Quelques remarques complémentaires

e On dispose d’une formule explicite pour calculer 2 f lorsque f € L*(R?) :

itA el /2t
("2 f)(z) = W*f (z)

ce que 'on peut voir en calculant la transformée de Fourier d’une gaussienne de parametre
complexe. La distribution :

|2
ez|m| /4t

E(t,x) = W

sit>0 et B(0,-)=6ec H %>

vérifie E(t) = e*A§ et est appelée solution fondamentale puisqu’on obtient toutes les
autres solutions en fonction de cette solution.
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2. ANALYSE ET PROBABILITES

e De 'intérét de chercher un solution dans H® : pour s = 1, H' est I'espace d’énergie. Et
comme § € HY27¢ ¢’est comme ¢a qu’on justifie la définition de la solution fondamentale.

e C’est une EDP dispersive qui ne rentre pas dans la classification standard des EDP
linéaires d’ordre 2.

e On n’a pas utilisé la forme de e™? : ¢’est une méthode assez générale pour les problemes

du type P(0y, 0;)u = 0. En particulier, on peut faire pareil pour I’équation de la chaleur,
des ondes.

e Lorsque ’équation n’est plus homogene, on dispose de la formule de Duhamel :

t
u(t) = e*Puy — Z/ AR (5)ds.
0
Référence. J. Rauch, Partial differential equations

222 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.
250 Transformation de FOURIER. Applications.
+ toutes celles citées au début.

2.5 Hypercyclicité et critere de Kitai

Soit (E,d) un C-espace vectoriel métrique complet et séparable dont S est une partie
dénombrable dense. Soit A un endomorphisme continu de E. On dit qu’un point x € E est
hypercyclique pour A lorsque son orbite {A"(x), n € N} est dense dans E. On note HC(A)
I’ensemble des points hypercycliques pour A.

Théoreme. HC(A) est soit l’ensemble vide, soit un G5 dense dans E.

PREUVE. 1l est facile de voir que :
HC(A)={x € E/ V(s,k) € S x N*, In € N*, d(A"(x),s) < 1/k}. (2.5)
En termes ensemblistes :

HOA) = () U @) (B(s.1/k))

(s,k)eSxN*neN*

Puisque S est dénombrable et A est continu, HC(A) est bien une intersection dénombrable
d’ouverts. Supposons que HC(A) # 0 et prenons x € HC(A). Pour tout n € N, A™(x) €
HC(A) (car une partie dénombrable dense privée d’un nombre fini de points reste dense)
donc lorbite de x, qui est dense, est contenue dans HC(A) qui l'est tout autant. O

Lorsqu’on est dans le second cas, 'opérateur A est dit hypercyclique.

Théoréme (Critere de Kital). Supposons qu’existent X et Y deuz parties denses de E et
B:Y =Y un opérateur vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) xe X=A"x) — 0; (it) yeY =B"(x) — 0; (iii) yeY = AB(y) =y

n—-+o0o n—-+o0o

alors A est hypercyclique.
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PREUVE. Reprenons I’égalité (2.5)) que 1'on écrit ici :

HCA) = (] Qum ot Q= |J (A" (B(s,1/k))
(s,k)ESXN* neN*

Comme E est un espace métrique complet, il suffit de montrer que chacun des €2, j, est dense
pour conclure que A est hypercyclique (c’est le théoreme de Baire). Soient donc b € E que
I'on cherche & approcher a € > 0 pres par un élément de €, ;. Puisque X et Y sont denses,
posons pour n € N
pn =+ B"(y)
ou d(z,b) < /2 et d(y,s) < 1/(2k). Grace a la condition (i7), on sait que pour n € N
suffisamment grand,
d(pn,b) < d(pn,x) +d(x,b) <e.

De plus, comme pour tout n € N, la condition (ii¢) implique :
A7(p,) = A™(z) +y
on a pour n suffisamment grand et grace a (i) :
d(A™(pn),s) < d(A™(z),s) +d(y,s) < 1/k i.e p,€ (A")_l(B(s, 1/k)) C Qs
et la conclusion suit. O
Quelques applications

e Lorsque E est de dimension finie, A n’est jamais hypercyclique. En effet, quitte & décomposer
FE en somme directe des sous-espaces caractéristiques de A, on peut considérer que A est
de la forme A = Ald + N ou N est un endomorphisme nilpotent. Ainsi, notant d la
dimension ambiante, on a pour tout n > d :

d
A=Y (Z) AR NE

k=0

Soit alors € E. En notant 3, = N*¥(x) pour k € {0,...,d — 1}, on a donc :

d—1
AMz) =3 oy
k=0

Pour que cette orbite soit dense il faut d’une part que les y; forment une base de ’espace
et d’autre part que les suites (a,&n))neN soient denses dans C. Cette derniere condition
n’est jamais réalisée puisqu’on peut voir que ces suites tendent en module ou bien vers 0

ou bien vers +o0o ou bien sont de module constant.

e Soient £ = H(C) l'espace des fonctions entiéres (qui est métrisable, complet et séparable
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact) et T lopérateur de
translation qui a f € H(C) associe 'application z + f(z 4+ 1). On montre que T est
hypercyclique en appliquant le critere de Kitai avec I'opérateur

B:feH(C)—T'fec H(C), on T 'f(z):=f(z—1) pour tout z € C
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et avec les parties
X={2—e7P(z), PeCIX]} et Y ={z2—¢"Q(z), Q€ C[X]}
qui sont denses dans H (C) puisque I'espace des polynémes complexes ’est pour la conver-

gence uniforme sur tout compact (c’est le développement en série de Taylor).

e Dans le méme esprit, on montre que 'opérateur de dérivation sur H(C) est hypercyclique
en considérant X =Y = C[X] et B lopérateur qui & un polynéome associe son unique
primitive nulle en zéro.

Référence. S. Gonnord, N. Tosel, Topologie et analyse fonctionnelle

202 Exemples de parties denses et applications.

205 Espaces complets. Exemples et applications.

226 Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence up+1 = f(uy).
Exemples. Applications & la résolution approchée d’équations.

2.6 La construction du mouvement Brownien par Paul Lévy

S’expose avec brio en vingt minutes en anglais. En francais et en quinze minutes il faut
parler un peu plus vite et passer rapidement sur le début : ne pas réécrire la définition et
commencer tout de suite par un dessin pour expliquer la construction (voir l’anneze de la
lecon 262).

Définition 8 (Brownian Motion). A standard Brownian Motion on [0, 1] is a stochastic
process {B;, 0 <t < 1} with By = 0 and which satisfies the following properties :

(i) For all t,s € [0,1] such that t + s € [0,1], Beys — Bs is N(0,t)
(13) If 0 < t; < ta < ... <ty <1, then the increments By,, By, — By, ..., B, — By, _,
are independent.

Théoreme 9 (Lévy). It exists.

PREUVE. The idea is to construct the Brownian Motion on the set of dyadic numbers :

k
D= | J Dn where Dn:{Qn, k:zO,l,...,2"}
neN

and to interpolate in between.

For n € N, let us consider the Schauder tent functions f,i defined by :

2-(F2/2 if ¢ = (k+ )27
Far@®) =< 0 if t¢ (k277 (k+1)27")

linear in between

Suppose that we can construct a sequence (X, Xpx)n i of i.i.d N(0,1) random variables.

We define for n € N : ,
n_1

k=0

60



2. ANALYSE ET PROBABILITES

Step 1. Almost surely the series

+oo
By =tX + Y Fu(t)

n=0
converges uniformly for 0 <t < 1.
Let us define for m < 0 the partial sums
m
B{™ =tX + 3 Fu(t), m>0
n=0

it is sufficient to show that with probability one (Bt(m))m converges uniformly on [0, 1]. Note
that since the f, 5 have disjoint supports :

SFp] 1B — B = 1Pl < 2™ 2/2 max{ | Xnpl, k=0,...,2™ — 1}
te(0,1

The normal distribution has the following property which is an easy consequence of a change
of variablesF]

Lemme 10. Let Y be a N(0,0?) random variable. Then for A > 0 :

20 _ 2
P(lY|> ) <4y/——e 202,
HEENE
As a consequence,

m+2 ]_ 2_(m+2)/2
P<22max{\ka|, k:O,...,Qm—1}>2> < 2P (| Xt > ———
m m

Since the right-hand side is summable, by the Borel-Cantelli lemma :

Sup ’Bt(m+1)

1
— B(m)| < — for large enough m a.s.
t 2
tel0,1] m

and the uniform convergence follows. Note that since the functions F), are continuous, so is
t — By almost surely.

Step 2. {By, 0 <t <1} is a standard Brownian motion on [0, 1].

We will prove by induction on m > 0 :
(i)m For all t,s € Dy, such that t + s € [0,1], Byys — By is N(0, 1)

(1) If0<t; <t <...<ty, <1witht; € D, then the increments B;,, By, — By, - ..,
B, — By, , are independent.

3. Write that P(|Y| > )) / e~ P dy
Y] ovr o
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We will then deduce (i) and (i7) on the set D and then on [0, 1] by density of the dyadic
numbers.

Clearly (i), and (i%),, are true for m = 0 since X is a A(0,1) random variable and
Do = {0,1}. Let us define for m > 1 and k € {0,...2™ — 1}, the increment :

(m—1)

Apk = Bry1)2-m — Bro-m = B L~ Byom’-

(k+1)2-m
Fix m > 1 and suppose that (i), and (ii),, are true. We are going to prove that the
increments A,,41 5 are gaussian N (0, 2*(”‘*1)) and independent. In fact, we are going to
prove a little bit more : for a given m € N, the vector (Ayu)reo,.. 2m—1} is gaussian with
mean zero and covariance matrix 2~ "+ [om .

e First, we can suppose without loss of generality (we’ll see why later) that d := k2~ (m+1) ¢

D;,. Then :

1 _
Apirg = §A — 27X

where (figure 1)

2,5;1 = <k‘/ + ;) 27" and A=B <d+ 2—(m+1)) _B (d _ 2—(m+1)) ~ N(0,27™).

Since d £ 2-(m*D) e D, 1, A and X,y are independent and from the induction hypo-
thesis we conclude that A,,; is gaussian with

1

— 9—(m+1
+ sz 9~ (m+1),

1
E(Ap41%) =0 and Var(A,41k) = EVar(A)

The same is true if d € D,, and it is easy to see that the vector (A,,x) is gaussian.

e Two successive increments A, 1 and A, 11 ;-1 are independent since

1 1
cov(Amit ks Amyik-1) = E <(2A — 27 +2)/2ka/)(§A + 27 +2)/2ka/)>
1
— 72—m _ 2—(m+2) —
1 0

since A and X, are independent. The same is true if d € D,,. Two any increments
over disjoint intervals are thus independent by summing independent increments over
intervals of the form (k2= 0"+ (k4 1)2-(m+1),
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Am+l k=1

d — 9~ (mt1) D, d € Dty \ D d o~ (m+l) ¢ D

FIGURE 2.1: Detail around d

Since the set of dyadic numbers is dense in [0, 1] the conclusion follows by writing any vector
of increments as the limit of gaussian vectors with mean zero and convergent covariance
matrices (use the characteristic functions). O

Quelques dessins

2—‘:14—1_\;‘22”,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-+

+

d-2"eDyy deDA\D,, d+27ED 1

FIGURE 2.2: Des tentes
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FIGURE 2.3: Au commencement
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FIGURE 2.4: Apres quelques itérations

Reference. J. B. Walsh, Knowing the Odds :
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241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

260 Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.

262 Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples et applications.
263 Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.

2.7 La transformée de Bargmann ou comment voir L%*(R)
comme un espace de fonctions anaytiques

Quelques pré-requis

Les polynémes d’Hermite sont définis sur R par :

o * _ (_1)n 2rnx? qn  —2mx?
Ho—l et VnGN,Hn(x)—me 8(8 )

Les fonctions d’Hermite sont définies sur R par :
Vn € N, hy(x) = e_”2Hn(:r).

Proposition. Les fonctions d’Hermite forment une base hilbertienne de L?(R).

La transformée de Bargmann et I’espace du méme nom

Pour tout z € C, et f € L?(C), on définit :
Z = (hn, f).
n>0

Comme |(hp, f)| < ||f]], cela définit une fonction analytique dans tout C appelée trans-
formée de Bargmann de f. Notons que par le théoreme de Fubini, on peut écrire plus

simplement :
9= Tt - ZW/ ol

n>0 n>0

_ / Z fz)de

n>0

Entre parenthéses, c’est une série entiere (avec un parametre x € R) dont le terme général
vaut :

91/4  ma? ( f)nan( —27rx2).

On reconnait la série de Taylor au point x de la fonction y — e~ 2y’ qui est analytique sur
tout C. Ainsi :

Bf(z>:/;{21/4eﬂx2 —2m(z— \f) f( )dx—21/4/ e—ﬂx2+2xz\/77—%z2f(x)dm

R
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Notons que la transformée de Bargmann B est injective car :
Bf=0=VneN, (h,, f)=f=0.

L’image de L?(R) par la transformée de Bargmann B est l’espace de Bargmann, noté
PBarg(C) dans la suite. C’est un sous-espace de 'espace des fonctions analytiques sur tout
C. Bien évidemment :

B: L*(R) — Barg(C)

est un isomorphisme qui induit une structure d’espace de Hilbert sur Barg(C) pour laquellle
B est continue. On pose pour cela :

(Bf, Bg)sarg(c) = (f,9) 12(C)-

Proposition. L’espace Barg(C) est l'espace des fonctions analytiques g(z) = > anz™ sur
tout C telles que Y, ~qn!lan|* < 4o0.

PREUVE. Si f € L?(R) et Bf(z) = > n>0an2", alors pour tout n € N :
(P, f) = Vnlay

et par I'égalité de Parseval, on a bien Y, - n!|a,|? < +oc.
Réciproquement, si (a,,), vérifie cette condition de sommabilité, alors en posant :

f=>_ vVnlanh, € L*(R)

n>0

on a bien Bf(2) = }_,5¢an2" € Barg(C). O

Une application : la transformée de Fourier dans ’espace de Bargmann

On note .# la transformée de Fourier dans L?(R) que l'on peut transporter par I’isomor-
phisme B en un opérateur de Barg(C) appelé transformée de Fourier dans l’espace de
Bargmann et noté simplement §. Il s’agit de faire commuter le diagramme :

L2R) -2 Barg(C)

¢ N

L*(R) — Barg(C)

Le calcul de §F(By) = B(Z ) est facile lorsque ¢ € D(R) : il suffit d’appliquer le théoreme
de Fubini et de se souvenir du calcul de

2
/ t5’_6“”2“5”56&6 = \/76[1, (>0, peC).
R
On trouve :

B(g(’p)(z) _ 21/4/ €_ﬂ—§2+2€zﬁ_%22 </ 6_2mm£§0(l‘)dl‘> df
R R

21/46;22/ </ e,ﬂ52+25(z wim:)dg) go(x)dx

R R

_ 21/4/ e—m2+2r(—iZ)\/77—%(—iz)Qgp(x)dx:ng(—iz)
R

o
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Par densité de D(R) dans L?(R) et continuité de tous les opérateurs, le résultat subsiste
pour tout f € L?(R) et on trouve :

Vg € Barg(C), F(g)(z) = a(—iz).

En particulier, il devient facile de calculer .% (h,,) : dans I’espace de Bargmann, B(h,,) =
d’ou : "
z
§(Bhy)(z) = (—1)"—= = (=9)"B(hy,
(Blu)(2) = (=00" 2 = (=" B0

et donc :
B7%B(h,) = F(hn) = (=) h,

ce qui signifie encore que % est diagonalisée sur la base d’Hermite.

Référence. B. Candelpergher, Calcul intégral

201 Espaces de fonctions; exemples et applications.

213 Espace de HILBERT. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables. (mais si)

243 Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

(ou pas)
245 Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications. (ou pas)
250 Transformation de FOURIER. Applications.

2.8 Un exemple de perturbation d’une systeme linéaire : le
pendule de Van der Pol

Pour ¢ > 0, ’équation du pendule de van der Pol est :
' +e(x® -2’ +2=0

que 'on s’empresse d’écrire comme un systeme du premier ordre :
vo= oy (VdP)
y = z—e@@®-1)y

On le notera plus volontiers :

X'=AX +ef(X)=F(X), X= ( :;" )

a= (1 0) =2ty )

C’est une perturbation de ’équation 2"+ = 0 dont la solution ¢ — x(t) est 2w-périodique
et de la forme :

avec

t — xgcost + Xgsint.

On va s’intéresser aux solution périodique du systeme perturbé (VdP)).
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Proposition. Pour tout ¢ > 0 et toute condition initiale Xo = (z0,v0) € R?, le systéme
non-linéaire (VAP)) posséde une unique solution qui est globale.

PREUVE. Le champ de vecteur est C'!' donc il existe une unique solution maximale, définie
sur un intervalle ouvert, on la note X (¢) = (z(t),y(¢)). On définit :

Comme
E'(t) = —e(a® — 1)y

on peut séparer I’étude en deux cas : d’abord si |z(¢)| < 1 alors y(t) est bornée par le lemme
de Gronwall et si |z(t)] > 1 alors E' < 0 donc E est décroissante et || X (t)||2 est bornée.
Dans les deux cas, le critére d’explosion en temps fini permet d’affirmer que la solution est
globale. O

A partir de maintenant on fixe £ > 0. On notera ¢1(&;¢) le flot de (VAP)) associé a la
condition initiale

z(0;e) :=¢ et y(0;¢) =0.

Proposition (Poincaré). Pour e > 0 suffisamment petit, il existe une fonction C1, (£,¢)
T(& ¢) telle que

Or(ee)(&e) € Ry x {0}, T(&0) =21 et ¢re0)(£0) = (€,0).

On définit alors la fonction
(§;8) = P(& e) :== x(T (& €);8)

PREUVE. Soit £ > 0. On va appliquer le théoréme des fonctions implicites a la fonction :

(t,&') € R x Ri = g(t,f,é‘) = (th(f;g) - (570)) ' Fa(gvo)

En effet, ¢(&;¢) € Ry x {0} si et seulement si ¢;(&;¢) — (£,0) est orthogonal a F;(¢,0).

Puisque la solution du systeme non-perturbé est 2w-périodique :

92m €0 =0 et 2(1,6,¢) = FL(6,0) Fo6,0).

0
De sorte que %(277,570) = || Fo(¢,0)]1*> > 0.

4. Noter la subtile utilisation du point-virgule.
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(P&, ),

K ©

) (£0)

FIGURE 2.5: Cicéron c’est Poincaré

S’intéresser aux solutions périodiques revient a étudier les points fixes de £ — P(§,¢),
c’est a dire aux zéros de la fonction

0(&,e) :=P(&,e) — & qui vérifie 6(&,0) =0 pour tout £ > 0.
Plus précisément, on cherche une courbe ¢ — S(¢) telle que
d(B(g),e) =0 pour € > 0 suffisamment petit.
On ne peut pas appliquer le théoréme des fonctions implicites & § mais comme :
5(¢,) = €0:6(£,0) + O(e?)
on peut poser
Alg,) = 23(60)
qui se prolonge par continuité en € = 0 et qui vérifie :
A(B(e),e) =0 <= 6(B(e),e) = 0.

Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites a A, il faut trouver £ > 0 tel que :

A(£,0)=0 et 9:A(L,0)#0 ie 07.6(€,0) #0.
On calcule avec la définition de 9 :

0:6(&,0) = 2'(T'(£,0),0)0-T(£,0) + 0-(T'(€,0), ).

Or, T(£,0) = 27 et 2/(T(&,0),0) = —y(0,0) = 0. Il n’y a donc que le second terme &
calculer. Pour ce faire, on dérive par rapport a € le systeme et on trouve (lemme de
Schwarz) :

(Oe)'(t;0) = 0ey(t;0)

(0:y)'(10) = De(t;0) — (23(t;0) — 1)y(t;0)
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avec les conditions initiales :
0-2(0;0) =0 et 0-y(0;0) = 0.

C’est un systeme linéaire inhomogene que 'on résout par variation de la constante :

( %fvg 85 ) = /Ot S(t=9)A ( " m(s;g)ﬂ)y(s;o) >ds.

En particulier, comme on sait résoudre explicitement le systéme non perturbé, un calcul
avec des sinus et des cosinus montre que :

O-x(2m,0) = 0:0(£,0) = A(£,0) = /027T sin s[(1 — &2 cos? 5)E sin s]ds = 25(4 — &%),

En conclusion § = 2 est le seul zéro de A(€,0) et il est simple. Par le théoreme des fonctions
implicites, il existe une fonction ¢ +— S(¢) définie dans un voisinage de ¢ = 0 telle que
B(0) = 2 et pour tout € > 0 dans le domaine de définition de 3, le systeme a une
orbite périodique avec condition initiale (z(0;¢),y(0;¢)) = (B(¢g),0).

Il parait que I'on peut aussi calculer un développement asymptotique quand € — 0 de
la période des orbites périodiques du systeme (VAP)) en développant en série de Taylor :

e T(B(e),e).

a partir de I'identité :
y(T'(B(e),e),e) =0.
La suite consisterait a montrer que I'unique trajectoire périodique est un cycle limite

pour les autres trajectoires, ce qui résulte directement du théoreme de Poincaré-Bendixson
(difficile, il y a une preuve dans le Gonnord-Tosel). En voici une illustration :
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- une trajectoire
— cycle limite

FIGURE 2.6: Existence d’un cycle limite pour le pendule de Van Der Pol

Réalisé sous l'oeil sévére de Grégoire CLARTE.

Référence. C. Chicone, Ordinary Differential Equations with Applications, 2nd Edition.

214 Théoreme d’inversion locale, théoreme des fonctions implicites. Exemples et
applications en analyse et en géométrie.

220 Equations différentielles X' = f(¢, X). Exemples d’étude des solutions en dimension 1
et 2.

221 Equations différentielles linéaires. Systeme d’équations différentielles linéaires.
Exemples et applications.
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2.9 Le probleme des moments de Hamburger

o
Théoréme. Soit (ag)r une suite de réels telle que la série entiére Z k—’frk ait un rayon
E>0
de convergence strictement positif. Alors il existe au plus une mesure de probabilité p sur
R dont les moments sont les «y, :

VkeN, o = /xkdu(az).

PREUVE. Supposons l'existence d’une telle mesure p et notons ¢ sa fonction caractéristique.
La fonction caractéristique a au moins deux vertus : elle caractérise la loi et les moments
sont donnés par ses dérivées en 0. La preuve repose sur ces deux idées : on va montrer que
sous la condition énoncée, la fonction caractéristique de u est analytique, ainsi le théoreme
de prolongement analytique montrera que deux mesures ayant les mémes moments auront
la méme fonction caractéristique, celles-ci coincidant autour de zéro.

Etape 1. Précisons le développement de Taylor de .

Pour z € R, t,h € R la formule de Taylor avec reste intégral pour s — €% entre 0 et
h donne :
ei(tJrh)I — (it Zn: (zx)m + /h (h — S)n (ix)neisxds
= m)! 0 n!
Ce qui en intégrant sur x € R selon y donne :
n h
h™m h—s)" . -
p(t+h)— Z Wgo(m)(t) = /R/o (n')(m)”e’sxds du(x)
L= m! !
En prenant les modules de chaque coté, on trouve finalement :
n
hm ’h’nJrl
EDEDY m.so(m><t>| S (2.6)
m=0 ’ ’

ou on a noté :

Vk €N, B = / xR dp(z).
Etape 2. Quid des 3, ¢

La majoration (2.6) montre que ¢ est analytique en ¢ € R pour peu que l'on trouve
r > 0 tel que

h?’L
HBn—>O.

n! n—+o0

V|h| < r,
Bien str, on va utiliser l’existence de 0 < s < 1 tel que a;,s™/n! — 0. On remarque d’abord

que [y, = ai, de sorte que seul les termes avec un indice impair sont a controler. On a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité arithmético-géométrique :

1
Bon+1 < y/aopaonta < B (a2n + a2n42) -
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Ainsi il suffit de prendre 7 > 0 tel que (2n + 2)r2"+! < s2"+2 pour tout n € N pour avoir :

r2n+1

(2n + 1)!B2n+1 njoo 0.

E’tape 3. Un prolongement analytique et c’est fini.
Supposons que v soit une mesure de probabilité sur R admettant les a;p pour moments.
Alors, on vient de montrer que les fonctions caractéristiques de p et de v coincident sur

Pouvert B(0,r) donc partout puisqu’elle sont analytiqueslﬂ Finalement, y = v.

Remarquons pour terminer qu’on a utilisé que les moments d’ordre pair.

Les moments caractérisent parfois la loi.

e La loi normale N(0,1) est caractérisée par ses moments :

et

e La loi log-normale n’est pas caractérisée par ses moments. Elle est définie par la densité :
folz) = 2m) V22 exp(—(log )% /2), = > 0.
Et pour —1 < a <1, la densité :

fa(@) = fo(z)(1 + asin(27 log z))

a les mémes moments que fy. Pour le voir, on va montrer que
+oo
Vr € N, / z" fo(z) sin(2m log x)dz = 0.
0

11 suffit d’écrire le changement de variable x = exp(s + ) :

+o00
(2m)~1/2 /_ exp(rs + %) exp(—(s + r)?/2) sin(27 (s + 7))ds
= (27) "2 exp(r?/2) /+OO exp(—s2/2) sin(27s)ds = 0

—00
par imparité de la derniere intégrande.

e En fait, les mesures caractérisées par leurs moments sont celles qui décroissent vite a
l'infini (voir < tension de mesures >et théoreme de Prokhorov dans l’annexe). On peut
déja voir que si le support de la mesure est contenu dans dans un segment [—M, M], en
approchant F' uniformément par des polynomes, le résultat est vrai. (7)

5. C’est hyper simple de I’écrire ici parce que le 7 > 0 ne dépend pas du t : on peut arguer que R est
archimédien...
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La méthode des moments.

Pour montrer qu’une suite de variables aléatoires a valeurs réelles convergent en loi on
peut utiliser le critere suivant quand on sait que la limite est caractérisée par ses moments :

Théoréme (Méthode des moments). Soit X une variable aléatoire réelle caractérisée par
ses moments et (Xy), une suite de variables aléatoires telles que

VreN, E(X?) — E(X").

n—-+00o
Alors X,, = X.

PREUVE. On note classiquement p, la loi de X,, et pu la loi de X. Alors comme la suite
(E(X%))n converge, elle est majorée, disons par K > 0 et l'inégalité de Markov montre
que :

K
P(X,| 2 2) <

de sorte que la suite (), est tendue. Pour montrer qu’elle converge, il suffit donc de mon-
trer qu’elle a une unique valeur d’adhérence. Supposons donc que p,, = v et considérons
Y une variable aléatoire réelle de loi v. Il s’agit d’'un probleme d’uniforme intégrabilité :
pour tout r > 0 on a comme tout a I’heure pour un certain K > 0 :

K > /XffdP > a/ | X,|"dP
| Xn|">a

de sorte que la suite (X} ), est uniformément intégrable et comme elle converge en loi vers
Y (facile a voir avec la caractérisation par l'intégrale sur une fonction continue bornée) le
théoréeme de Vitali (mais s’appelle-t-il bien Vitali?) montre que

E(X") - E(Y7).

Ainsi X et Y ont les mémes moments et ont donc la méme loi : v = p O

74



2. ANALYSE ET PROBABILITES

Quelques remarques complémentaires.

e La condition que I'on donne n’est pas vraiment optimale. Une condition légerement plus
forte est connue sous le nom de condition de Carleman (peut étre qu’on peut raffiner la

preuve pour la retrouver) :
—+o00

1
Z T2k — 1o
k=1 Qo)
Cela étant, on peut montrer que cette condition est suffisante mais pas nécéssaire. Il
existe aussi des conditions nécessaires mais pas suffisantes.

e En fait, le probléeme des moments n’est pas inhérent aux probabilités. Dans le cas général
(pour une mesure de Borel), une condition nécéssaire et suffisante est donnée par ’analyse
fonctionnelle (voir [Lax, Functional Analysis)) :

> nikénds > 0

n,k
pour toute famille finie de de réels (&,)o<n<n. Il semblerait que des applications existent
en physique quantique.

o [l existe d’autres problemes de moments et en particulier le probleme de Stieltjes lorsqu’on
se restreint & des mesures dont le support est contenu dans [0, 400). Il y a des liens entre
les différents problemes.

e P. Billingsley donne de jolies applications de la méthode des moments, pour prouver le
théoreme central limite ou en théorie des nombres notamment.

e Quand la mesure p est a densité, il y a plus simple pour vérifier 'analyticité de ¢ : c’est
le théoréme de Paley et Wiener (coucou cher jury).
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Annexe : Sur la converge en loi.

Théoréme (Skorohod). Si F,, converge en loi vers F, alors il existe des variables aléatoires
Y, Y, associées aux fonctions de répartition respectives F et F,, telles que Y, — Y presque
strement.

PREUVE. On considere 2 = (0,1), F les boréliens de 2 et P la mesure de Lebesgue sur €.
On définit :

Yo(z) = suply, Fu(y) <z} et Y(z)=sup{y, F(y) <z}

Ces variables aléatoires Y,Y,, admettent F' et F, pour fonctions de répartition respectives
(c’est presque une tautologie mais il faudrait y réfléchir). Pour conclure, on se convainc
que :

liminf Y, (z) > Y(z) et limsupY,(z) <Y(x).

n—+00 n—+00

O

Théoréme (Helly). De toute suite de fonctions de répartition (F),),, on peut extraire une
sous-suite qui converge simplement vers une fonction F, continue a droite et croissante,
en tout point de continuité de F. La limite F n’est pas nécessairement une fonction de
répartition.

PREUVE. L’argument principal est la séparabilité de R couplé a une extraction diagonale.
Plus précisément, puisque Q est dénombrable, par le théoreme de Bolzano-Weierstrass et
un argument d’extraction diagonale, il existe une extractrice n(k) telle que :

VgeQ, Fywle) — G(q)

k——+o0

ol G est une fonction définie a priori sur Q. On pose :

F(z) :=inf{G(q), ¢ € Q, ¢ > z}.

La fonction F ainsi définie et continue a droite et croissante. Pour terminer, soit z un point
de continuité de F', on considere des rationnels 1 < ro < s tels que

F(z)—e < F(r)<F(rg) <F(zx) < F(s) < F(x) +¢.
Pour k assez grand, on vérifie alors :

F($) —e< Fn(k) (7‘2) < Fn(k) (x) < Fn(k)(s) < F(x) +e.

Théoréme (Prokhorov). Si les mesures p, associées auz F,, vérifient la condition

Ve >0, 3M. >0, limsup (1 — pn([—M:, M.])) <e (2.7)

n—-+0o

alors toute limite simple en tout point de continuité d’une sous-suite de (F)), est une
fonction de répartition. Remarquons aussi que :

pn([—Me, M,]) = F, (M) — F(—M,).

Cela montre que de toute suite de mesure tendue on peut extraire une sous-suite convergente
(pour la convergence en loi).
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PREUVE. Supposons et considérons une sous-suite (F,(x))x qui converge simplement
vers une fonction F' continue & droite et croissante en tout point de continuité de F. Pour
que F' soit une fonction de répartition, il suffit de montrer que p(R) = 1. Il suffit de voir
que pour r < —M, et s > M, des points de continuité de F' :

1-— F(S) + F(T’) = khm 1-— Fn(k)(S) + Fn(k)(r)
——+00
< limsupl — F,(M:) + F(M;) <e
k—+o00
et donc pour tout € > 0, limsup, , 1 — F(z) + F(—z) <e. O

Corollaire. Soit (u,), une suite tendue de mesures de probabilité sur R qui admet une
unique valeur d’adhérence. Alors la suite converge vers cette valeur d’adhérence.

Théoréme (Vitali). Si X, = X et siles (Xy)n sont uniformément intégrables au sens ot

lim Sup/ | X |dP =0
‘Xn‘za

a—+00 p

alors

E(X,) - E(X).

PREUVE. Par le théoréme de Skorohod, on peut considérer X,, — X presque stirement et
il suffit de considérer

X =Xalg oo ot X9 =X15,
pour conclure en utilisant notamment le théoreme de convergence dominéelﬂ O

Références.

P. Billingsley, Probability and Measure

R. Durrett, Probability : Theory and FEramples

B. Candelpergher, Théorie des probabilités, un introduction élémentaire

241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
260 Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.
263 Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.

2.10 Le processus de Galton-Watson

Version périmée méme pas terminée. En fait c’est mieux dans le livre de J. Walsh,
Knowing the Odds et ENCORE MIEUX chez Grégoire CLARTE.

Soient &, i,n > 0 des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N. On note :
pe=P(E =k) et p=E(") € (0, +00).
On définit :

et 6 Z, >0
Zo=1 et ¥neN, ZnH:{Ol MR A :i Z"io
o

6. le théoréeme de Vitali en est une généralisation, il dit en fait un peu plus que ca
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Théoréme. Sip > 1, alors P(Z, >0, pour tout n) > 0.

PREUVE. Pour s € [0,1], on définit la fonction génératrice :

p(s) = Zpksk-

k>0

La preuve du théoreme (et méme un peu plus) découle de ’étude de ¢ et des trois lemmes
suivants :

Lemme 11. i 0,, = P(Z,, = 0), alors 0, = > 120 k0% ©(Om—1).

m—1 —
PREUVE (LEMME [15]). O
Lemme 12. La fonction génératrice est C1 sur [0,1], croissante, convere et ¢'(1) = p.

PREUVE (LEMME [12]). La série entiere Y, prs® a un rayon de convergence égal a 1, on
peut donc différentier & 'intérieur du disque ouvert de convergence. Pour tout 0 < s < 1:

“+o00

o'(s) = Z kprst=1 > 0.

k=1
De plus, la série de fonctions ), kpjs*~! converge normalement donc uniformément sur
[0, 1] (en norme infinie et parce que p < +00). Par un théoréme de dérivation sous I'intégrale,
on a la régularité et la croissance de demandée avec en prime ¢'(1) = limgyq ¢'(s) = p. Pour
la convexité, on dérive une deuxieme fois pour 0 < s < 1 :

—+00

" (s) = Z k(k—1)pps®2>0.
k=2

Dans l'intérieur, c’est gagné et par continuité et croissance, c’est aussi bon aux bords. [
Lemme 13. Si u > 1, il existe un unique p < 1 tel que p(p) = p.

PREUVE (LEMME [13). D’abord, ¢(0) >0, p(1) =1let ¢/(1) = > 1 doncp(l—¢c) <1—¢
pour € > 0 assez petit (écrire le développement de Taylor). En conséquence, ¢ — id est
continue, positive en 0 et négative en 1 — ¢ : le théoreme de Rolle assure ’existence d’un
point fixe de ¢ dans (0, 1).

Maintenant, si on suppose p > 1, il existe k > 1 tel que pp > 0 et ¢’ > 0 donc ¢ est
strictement convexe dans (0,1). Donc si p < 1 est un point fixe de de ¢, p(z) < x pour
x € (p,1). D’ou I"unicité de p. O

Lemme 14. Lorsque m 1T oo et en supposant p > 1, 6., T p.

PREUVE (LEMME [14]). Comme 6y = 0, ¢(p) = p et ¢ est croissante donc (0, ) est crois-
sante et 0,, < p. La suite converge vers 0 < p et donc 0., = p. O

Remarquons que si p < 1, alors 1 est I'unique point fixe de ¢ et 60,,, — 1. ]

Référence. R. Durrett, Probability : Theory and Examples.
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223 Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.
229 Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

243 Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
260 Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.

264 Variables aléatoire discretes. Exemples et applications.

2.11 Le théoreme de Morgenstern et les fonctions lisses ana-
lytiques nulle part

Théoréme (Morgenstern). Il existe un G5 dense de fonctions de C*°([0, 1], R) analytiques
nulle part pour la topologie de la distance :

Vf,g € C™((0,1],R), d(f,g) =Y min{27", ||(f — 9)™[loc}

neN
qui fait de C*°([0,1],R) un espace métrique complet.
PREUVE. Pour a € [0,1]NQ et n € N, on définit :
T(a,n) = {f € C>®([0,1],R), Vk € N, |f®)(a)| < k!n*}
et on montre que c’est un fermé d’intérieur vide.

e Soit (fx)r une suite de fonctions de T'(a,n) qui converge vers f pour la topologie de d.
En particulier, pour tout ¢ € N :

157 = Pl — 0

—+00

ce qui entraine la convergence simple de toutes les dérivées en a, de sorte que :
VieN, [fD(a) <iln® et feT(a,n).
e Soient f € T(a,n) et € > 0. Pour A > 0 et b > 0m=, on définit :
fap(x) = Acos(b(x — a)).

On va montrer que pour des valeurs intelligentes de A et b, la fonction
€
s(@) = f(z) + 5 fap(2)

est & distance < ¢ de f mais n’appartient pas a T'(a,n). D’abord, on remarque que pour
tout £k € N : . )
2
1Pl = ABF et 29 (a) = (—1)k ABE,

Puis on choisit :

k € N tel que Z2‘i§

i>k

g et b>2 tel que eb* >4(2k)In%* et A=0b"F.

De sorte que :

k—1
d(s, f) < 322“’“ +Y 27 <
=0

i>k
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et
€ p(2k £, _
£ @) = s (@)] = S| A2, (@) = SR > 2(2k)
ce qui prouve que s ¢ T'(a,n) puisque |f%)(a)| < (2k)n?*. Donc T(a,n) est d’intérieur
vide.

Maintenant, le théoréme de Baire affirme que :
U U T(a,n)
a€0,1]NQ neN*

est d’intérieur vide. Son complémentaire est donc un G5 dense et les fonctions qu’il contient
ne sont analytiques nulle part. En effet, si f est analytique quelque part, disons en a €]0, 1],
alors f est analytique dans un voisinage de a donc par densité de Q dans R on peut déja
supposer sans peine que a €]0, 1[NQ. De plus le critere d’Hadamard impose :

swp { (110 @I/i) " <o

de sorte que f € T'(a,n) pour n assez grand. O

EXEMPLE. La fonction :
“+o00

cos(nlz)
F@) =2 —om
n=1 (n)n
est C°(R), 2m-périodique mais analytique nulle part.
e f n’est pas analytique en x = 0, car pour k € N :
FER0)) =D () > (k)
n>0

En particulier,

<|f(2k)(0)|/(2k)!>1/2k > (2];(!’?/% ~ 0(2\2)]?/2 — Fo00.

e Comme pour tout n,m € Z avec m # 0, on a :

n . cos(k!z)

k=0
est analytique sur R et en particulier en x = 0, f n’est analytique en aucun point de la
forme x = 27n/m. Par densité de Q dans R, f n’est analytique nulle part.

Références.
M. Zavidovique, Un Max de Maths.
F. John, Partial Differential Equations, 4th Edition.

201 Espaces de fonctions; exemples et applications.

205 Espaces complets. Exemples et applications.

228 Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelles. Exemples et
applications.

243 Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
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2.12 Le théoreme de Muntz-Szasz

Théoreme (Miintz-Szész). Soit (A\j);j>1 une suite de réels strictement positifs qui tend vers
+00. Il y a équivalence entre :

(i) L’espace vectoriel engendré par la famille X = {1,t>‘1,t/\2, ...} est dense dans € :=
C([0,1], C) pour la norme uniforme.

. 1
2 — = 400
(i) 35,
ol on note un peu abusivement t% la fonction t — tMi.

PREUVE. La preuve consiste a relier I’étude des zéros de certaines fonctions holomorphes
au critere de densité suivant : < Vect X est dense dans € si et seulement si toute forme
linéaire continue sur € qui s’annule sur X est nulle sur € >, lequel est une conséquence
du théoreme de Hahn-Banach. On notera A\g = 1

(ii) = (i). Soit ¢ une forme linéaire qui s’annule sur X.

(1) Pour ¢ € C, Re( > 0, on considére la fonction :

F(O) =t
qui est holomorphe sur {Re z > 0} car pour h € C :

_ C+h _ 4
fl¢+ h})L f(<) _ E(log(t)tg) — <t+ht _ log(t)t(:) 0.

(Ecrire le développement de Taylor de ¢ — t¢ € C et prendre le sup en t.) De plus,
comme [t¢oc < 1 et que £ est continue, f est aussi bornée sur {Re¢ > 0}. Par
hypothese,

Vi>1, f(A)=0.

(2) Pour N > 1, on définit la produit de Blaschke By (() :

N
Bn(C) = H - )\]:
j=1 !

CH+ N

Le produit By vérifie les propriétés suivantes :

(a) Bn(Aj) =0pour j=1,...,N et By(() #0si ( # \j.
(b) |Bn(€)] — 1 lorsque Re¢ — 0.

(¢) |Bn(C)| — 1 lorsque [¢] = 4.

De plus, puisque les zéros de By sont simples, la fonction :

est bien définie et holomorphe sur {Re ¢ > 0}.
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On prétend que gy est bornée sur {Re ¢ > 0}. D’abord f est bornée et on peut supposer
sans perte de généralité que |f(¢)| < 1. En utilisant les propriétés (b) et (¢), pour tout
g > 0, il existe § > 0 tel que

ReC=0=[gn(Q)|<1+¢e et [([=0""=[gn(Q)] <1+

Par le principe du maximum, la borne |gn(¢)| < 1 + € est valable sur tout le domaine
{Re¢ > 8} N{[¢] < §71}. En laissant tendre ¢,5 — 0, on obtient |gn(¢)| < 1 sur tout
{Re( > 0}.

On a finalement prouvé que :

N N
FOITT ' —1FOI]
i =1

Et tout est en place pour conclure la premiere étape de la preuve : le théoreme de
sommation des relations de comparaison indique que si la série > 1/); diverge, alors le
produit infini diverge et ce, pour tout ¢ € R distinct des ;. La borne uniforme impose
alors £(t¢) = f(¢) = 0 pour tout ¢ € R. En particulier £(t*) = 0 pour tout k € N et on
déduit du théoreme de Weierstrass que ¢ = 0.

2

1+
Aj—=¢

)\j‘i‘
Aj —

¢
¢ ’<1_

(i) = (ii). Par contraposée, on suppose la convergence de la série ) 1/X; < 400 et on
construit une forme linéaire continue non nulle sur % mais nulle sur X.

(1)

En s’inspirant de la construction précédente mais en bricolant un peu plus, on considere
la fonction :

() = z ﬁo Aj—z z ﬁo 1 2242
: _(2+z)3j:12+)\j+z_(2+z)3j:1 2+ N\ +2

qui est holomorphe sur {Rez > —2} car le produit converge normalement sur tout
compact par hypothese. Les zéros de f sont exactement les \; auxquels on adjoint 0.
Comme les facteurs du produit sont de module < 1 pour Rez > —1 (dessin), le produit
est majoré par 1 et

const.
z)| < ———, Rez>-—1.
HOEE o
En particulier f est intégrable sur le droite Re z = —1.

Ecrivons la formule de Cauchy pour f(z) sur le contour I'g := {|( + 1| = R,Re( >
~1}U[~1—4R,~1+4R)] :

1 f(©)
= — —=d > —1.
Sur le demi-cercle Cg := {—1+ Re'?, 0 € [-7/2,7/2]}, 'intégrale est inférieure & :

const. /”/2 R B — 0
R2 x2 |Re? — 2 — 1|7 Rotoo

de sorte qu’il ne reste que l'intégrale sur le droite {Rez = —1} :

1 [T f(=1 4 is)
27 J_o —l14+is—z

f(z) = ds, Rez> -1
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(3) Tres astucieusement, on remarque que :

1
1+2z—1s

() = % /_:o F(=1 +is) </01 tz_isdt> ds.

L’interversion est licite car tout est intégrable :

1
:/ t*7*%dt, Rez > —1.
0

De sorte que :

I

f(z) = /01 t? < f(—=1+ is)t_isds> dt =: /01 t*w(t)dt.

2 J_ s

(4) On définit la forme linéaire sur € :

qui est continue puisque w est intégrable (car |f(—1 + is)| < const./|1 + s2|). De plus,
pour tout ¢ de partie réelle > 0 :

0te) = (O #0, si ¢#N.
On a méme montré un peu mieux : si A # A, alors t» n’appartient pas & Vect X.
O

Le détail de la preuve de I’holomorphie de f pour (ii) = (i) et plein d’autres trucs sont
chez Grégoire CLARTE. Grace lui en soit rendue.

Références.
P. Lax, Functional Analysis
W. Rudin, Analyse réelle et compleze.

201 Espaces de fonctions; exemples et applications.

202 Exemples de parties denses et applications.

209 Approximation d’une fonction par des polynomes et des polynémes trigonométriques.
Exemples et applications.

245 Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.

2.13 Le théoréeme de relevement continu

Version semi-périmée.

Théoréme (Relevement continu). Soient [a,b] un intervalle de R et 8y € R. On considére
v : [a,b] — U wune application continue telle que

v(a) = e
Alors il existe une unique application continue 0 : [a,b] — R envoyant a sur 0y telle que

Vvt € [a,b], ~(t) =P, (2.8)
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Une application continue [a,b] — U vérifiant ([2.8]) s’appelle un relevement continu de ~.
Le lemme suivant sera important :

Lemme 15. Soient 01,02 € R(). Alors la fonction 61 — 02 est une constante appartenant
a 2nZ.

PREUVE. On a pour tout ¢t € I, 01(t) —02(t) € 2nZ par définition d’un relevement. Puisque
01 et 65 sont des relevements continus et que I'image d’un connexe par arcs par une fonction
continue est connexe par arcs, la conclusion est immédiate. ]

En particulier, si on reléve v sur deux sous-intervalles de [a, b] d’intersection non vide, il
est possible de prolonger de facon unique chacun de ces relevements a la réunion des deux
sous-intervalles.

PREUVE (DU THEOREME DE RELEVEMENT CONTINU). L’unicité d’un tel relevement découle
du lemme Bien qu’il n’existe pas de fonction argument qui soit continue sur tout C*,
il est facile d’en construire une sur n’importe quel plan fendu C\ R_e®. Cette remarque
permet de construire pour tout ¢ € I un relevement local de v restreint a un voisinage de
t. La preuve consiste ensuite a globaliser la construction par connexité.

Etape 1. Soit ¢t € I. Par continuité de v, il existe un intervalle ouvert I, C [a, b] contenant
t et tel que y(I;) C U\ {—v(¢)}. Sur le plan fendu C \ R_~(¢), on définit une fonction
argument continue 0,y : C\ R_7(t) = R. O, o7 est un relevement continu de |z, .

Etape 2. On définit sur [a,b] la relation ¢ ~ ' si et seulement s'il existe un sous intervalle
de I contenant t et ¢’ sur lequel v se releve continﬁmentﬂ Cette relation est clairement
symétrique, elle est réflexive grace a I’étape 1 et comme on peut prolonger les relevements
elle est aussi transitive. C’est donc une relation d’équivalence. De plus, toujours grace a
Pétape 1, il est facile de voir que les classes de ~ sont ouvertes. Par connexité de [a, b], il
n’y a qu'une seule classe qui est [a,b] tout entier. En particulier a ~ b et le théoréme est
prouvé. O

Application : I’Antipodensatz de Borsuk

Définition (Degré d’un lacet, d’une application). Soit v : [a,b] — C* un lacet. On appelle
degré de ~ 'entier
0(b) — 0(a)
2w
ou 6 est un relevement quelconque de v/|y|. On définit le degré d’une application continue
f:U — C* comme le degré du lacet :

fite[-mn]— f(eit).

Lemme (Le degré est localement constant). Soient vy et v deux lacets tracés sur C*. Si
71 — 72lloo < [[71lloe alors 1 et 2 ont méme degré.

7. Puisque R est un revétement de U via 0 — €%, c’est aussi un cas particulier du théoréme d’unicité
des relevements en topologie algébrique, qui se prouve aussi par un argument de connexité !
8. i.e. la restriction de -y a ce sous-intervalle admet un reléevement continu

84



2. ANALYSE ET PROBABILITES

PREUVE. La condition implique que [|22 — 1[|oc < 1. Donc le lacet y2/71 est tracé dans le
plan fendu C\ R_ et est donc de degré nul. Et il est facile de voir que

deg(y2/71) = deg(y2) — deg(m1)-
O

Théoréme (Antipodensatz de Borsuk). Soit g : S — R? une application continue. Alors
il existe un point w € S? tel que g(w) = g(—w).

PREUVE. On définit les applications continues p : D — S? par :

Vz €D, p(z) = (Re(z),Im(2), /1 — Re(z)? — Im(2)?)

et f:D — R? par: o
Vz e D, f(z)=gp(2)) —g(=p(2))

La restriction de p a U est impaire, tout comme celle de f. Avec les notations précédentes,
cela signifie que pour tout t € [—7, 7], f(t + 7) = —f(¢). Cela entraine facilement que le
degré de f est impair.

Si f ne s’annulait pas sur D, alors considérons I’homotopie
H(s, 1) := f(se’)/|f(se™)]

qui est une fonction continue en s et en ¢. Ainsi, s — deg(H (s, )) est continue. Comme elle
est a valeurs dans Z elle est constante. Or, H(0,-) est de degré nul et il en est de méme
pour H(1,-) = f. Mais 0 n’est pas impair, d’ou contradiction. O

Remarque. Les mémes arguments conduisent au théoréme de Brouwer pour le disque fermé
D : il suffit de voir qu’il n’existe pas de retraction de D sur U (ou de facon équivalente
que l'identité sur U, qui est impaire, ne peut pas se prolonger en une fonction continue qui
envoie D sur U).

Je ne connais pas de référence précise pour ce développement : il s’agit d’'une adaptation
d’un polycopié de cours de N. Tosel. Cependant, on trouve un théoreme un peu différent
mais dans un cadre peut étre plus adapté a I'agrégation dans Analyse fonctionnelle de S.
Gonnord et N. Tosel.

204 Connexité. Exemples et applications.
207 Prolongement de fonctions. Exemples et applications. (mouais)

2.14 Le théoréme de Riesz-Fischer

Théoréme (Riesz-Fischer). LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < 0o

PREUVE. On traite d’abord le cas p = oco. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L*°. Pour
tout £ € N*, il existe NV, € N tel que

1
Vm,n > Ny, ||fm - anLOO < %
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C’est a dire qu’il existe E} négligeable tel que

1

Soit E = Ui E}, qui est négligeable. Pour tout x € Q\ E, (f,(z)) est une suite de Cauchy
dans R. 1l existe donc f(z) tel que f,(xz) — f(x). En passant a la limite m — +oo dans la
précédente inégalité, on obtient :

1
Vo € Q\ B, Vn 2 Ni, |f(2) = fu(2)l < 7.
Donc f € L*® et ||f — follze < 1/k pour tout n > Nj. Par conséquent ||f — fu| r — 0 ce

qui conclut le premier cas.

Supposons maintenant que 1 < p < co. Soit (f,) une suite de Cauchy dans LP. Pour
conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans LP. On extrait une
sous-suite (fy, ) telle que :

1

Vk > la ||fnk+1 - fnkHLP < 27k

On va montrer que la suite (f,, ) converge dans LP. On pose :

gm(x) = Z ’fnk+1 (.CI?) - f”k(x)’
k=1

de sorte que
1gmllzr < 1.

Le théoreme de convergence monotone assure la convergence presque partout de (g, )m vers
g € LP. D’autre part : pour k > j > 2 :

e (@) = foy (@) < oo () = frs ()] 4+ 4 |y 1 (2) = fny (2)] < g(2) — gja ().

Il en résulte que presque partout, (f,,(x)) est une suite de Cauchy et converge vers une
limite notée f(z). Presque partout, on a :

[f (@) = fuy, ()] < g(2)

donc f € LP. Enfin, on a |f,, (x) — f(x)| — 0 presque partout et |f,, (x) — f(x)|P < |g(z)P €
L' donc par le théoreme de convergence dominée, on a bien :

[ frie = fllLe = 0.
U

Proposition. Soient (f,) une suite de LP et f € LP telle que || fn, — fllr — 0 avec
1 < p < oco. Alors il existe une sous-suite de (f,) qui converge presque partout vers f et qui
est uniformément majorée par une fonction de LP.
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PREUVE. Le résultat est évident pour p = oco. Supposons donc que 1 < p < co. Comme
la suite est de Cauchy, on peut extraire une sous-suite (fp, ) comme tout a I’heure. suivant
la démonstration précédente, cette sous-suite converge presque partout vers une fonction f
avec presque partout :

Vk € N*7 ‘f(l’) - fnk(x” < g(‘r)

Donc f € L? et comme tout a I’heure f,, — f . Par unicité de la limite, on a f = f presque
partout. n

Référence. H. Brézis, Analyse fonctionnelle

205 Espaces complets. Exemples et applications.
234 Espaces LP, 1 < p < +o0.

2.15 Le théoreme ergodique de Von Neumann

Théoréme (Von Neumann). Soient H un espace de Hilbert. Soit U(t), t € R, un semi-
groupe fortement continu d’opérateurs unitairesﬂ de H.

(i) Le sous-espace F' := ﬂ Ker(U(t) — I) est un sous-espace fermé de H et on note P la
t>0
projection orthogonale sur ce sous-espace.

(ii) Pourt >0, on définit l'opérateur < moyenne temporelle > :

M(t)g = 1/0 U(s)gds.

C’est un opémteurlﬂ continu de norme < 1.

Lorsque t — 400, on a :
Vg€ H, lim M(t)g = Pg.
t——+o00

PrReEUVE (HopF). D’abord, Ker(U(t) — I) est fermé pour tout ¢ > 0 car c’est I'image
réciproque de {0} qui est fermé par une application continue, donc F' est fermé. De plus, il
est facile de voir que si U est unitaire, alors :

Ker(U — I) = Im(U — I)™*.

En effet,

A partir de maintenant, on considere r > 0 et Popérateur U := U(r). D’apres ce qui précede,
H=Ker(U—-1)®, Im(U —1I).

Si g € H, on note alors g = e + z selon la décomposition précédente.

9. C’est adire : U(0) =1d, U(t+ s) = U(t)U(s), U(t)x et U)Ut)" =1Id
—
10. Pas d’inquiétude, on peut définir l'intégrale de Riemann d’une fonction continue d’un intervalle de R
a valeurs dans un Banach : c’est la limite des sommes de Riemann dont ont peut montrer la cauchyssitude.
Bien str, toutes les propriétés de l'intégrale sont valables.
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(1) On montre que M (t)z — 0. Pour cela, on approche z & € pres par :
|z — 2] <&, ze € Im(U—1I).
On a ||M(t)z — M(t)z:|| < € et pour un certain h € H :

(r ) M(t)h
U( Yhds

Mt)ze = M(@)(U—I)h= M(t

U
1
/ (s+r)hds——
0 t
t+r
/ Uls hds—/ s)hds

/tHTU(s)hds—t/O U (s)h ds

et chacun des deux termes est de norme inférieure a r||h| /¢t — 0.

S S e R

(2) On montre que M (t)e converge vers un élément de Ker(U — I). D’abord, on remarque
que U(t+r)e =U(t)U(r)e = U(t)e donc par r-périodicité en écrivant ¢t = nr + ¢ :

M(t)e = 1/OtU(s)eds - ?/OTU(s)edsti/qu(s)eds.

Lorsque t — +00, on obtient :
te — — / s)eds € Ker(U(r) —I).

Puisque r > 0 était choisi arbitrairement, on en déduit que pour tout g € H, la limite
de M(t)g existe et appartient & F. Montrons pour conclure que cette limite est bien la
projection annoncée. D’abord, on voit que pour tout g € F, et tout t > 0, U(t)g = ¢ i.e
U(t)*g = g. Cela implique que F est stable par tous les U(s) car

Vwe FH, Vf e F, (U(s)w, f) = (w,U(s)* f) = (w, f) = 0.
Du coup, pour tout ¢ > 0, M(t) stabilise aussi F'*. Mais alors :
L i _
Vg € F, t_lgrnooM(t)g € F-nF ={0}

et
Vge F, WVt >0, M(t)g=g9] = lm M(t)g=g.

t—+o00

Ce qui conclut. O

De la mécanique statistique.

On considere H = L?(p) ott i est une mesure de probabilité sur RY. On considere le
systeme différentiel :
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qui est de divergence nulle donc le flot préserve la mesure au sens ou pour tout  C RN
et tout t >0 :

p(X(t,0,€)) = ().
De plus, puisque le systeme est homogene, le flot définit un semi-groupe fortement continu :
U(t)g(z) = g(X(t,0,2)).

Puisque le flot préserve la mesure, les opérateurs U(t) sont unitaires. On peut alors montrer
(regarder f~1(Joo,c[) pour f € F et ¢c € R) que le sous-espace F est réduit aux constantes
si et seulement s’il n’existe pas de sous-ensemble (mesurable) non trivial invariant par le
flot (on dit alors que la transformation est ERGODIQUE). Dans ce cas, le théoréme
ergodique stipule que

1 L2(n)
Vge H, - [ g(X(s,0,-))ds — Pg= 9(2)du(z).
t Jo RSN

Au fondement de la mécanique statistique se tient [’hypothése ergodique qui affirme 1’égalité
entre les moyennes spatiales et temporelles. Au vu des échelles de temps dans la réalité
véritable lorsque N ~ 10?3, ca ne parait pas délirant.

Enfin, il existe une version discrete de ce théoreme sont la preuve est en tout point
semblable, on la trouvera au choix dans [Gonnord, Tosel, Analyse Fonctionnelle], [Beck,
Malick, Peyré, Objectif Agrégation| ou [Petersen, Ergodic Theory].

Référence. P. D. Lax, Functional Analysis

208 Espaces vectoriels normés, applications linéaire continues. Exemples.
213 Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
2.16 Les théoremes de Lebesgue et de Rademacher

1l y a deux développements ici.

Le cas unidimensionnel des fonctions a variation bornée.

Théoréme (Lebesgue). Une fonction a variation bornée est presque partout différentiable
(au sens de la mesure de Lebesgue ).

PREUVE. Soit f : [a,b] — R a variation bornée. On note D I’ensemble au plus dénombrable
de ses points de discontinuité. On notera :

f +(93)=1imsupM et liminf 7W =/

y—x y—x y— y—x
et on définit les ensembles :

At ={z €la,b[\D, f(z) =+o0}, A~ ={z €a,b\D, f (z) = —oc}
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et
B = {z €]a,b[\D, f*(z)> f(z)}.

Etape 1. Un lemme de recouvrement de Vitali.

Lemme (Vitali). Soient (I, =]z, — ry, Tn + [)1<n<n N intervalle de R. Il existe une
partie J C {1,..., N} telle que les (I;)jey soient deuz & deux disjoints et :

N
U I, C U}xj —3rj, zj + 3rj[.
n=1 jeJ

En particulier :

o(Un) <53

i=1 jed

PREUVE. On ordonne les rayons par ordre décroissant : 71 > 79 > ... > ry. On commence
par considérer J; C {1,..., N} maximal telle que les (I;);e.s, ne s’intersectent pas et soient
de rayon 1. Ensuite, soit Jo C {1,..., N} maximal tel que les (I;);cs, soient de rayon
ro et que les (1)U, ne s’intersectent pas. On définit de la méme facon Jy, Jo, ..., Jj et
on pose J = Jy U...Ji. Cette partie convient puisque si B(z/,7") N B(x,r) # () entraine
B(z',r") € B(z,3r) donc toute boule éliminée est incluse dans une boule B(zj,3r;) pour
un certain j € J. O

On utilisera le corollaire suivant : pour toute famille (I,),cx d’intervalles ouverts de
Ja,b], on peut d’abord extraire un recouvrement dénombrable (I, )neN (séparabilitélﬂ de
R) puis en appliquant le lemme de Vitali & la famille (I, Jo<n<n telle que

()2

on peut afﬁrmerlﬂ lexistence d’une partie finie F' telle que les (I,),ecr sont deux a deux

disjoints et
Z p(ly) >

(7)
el zeX

Etape 2. AT et A= sont de mesure nulle.

=

Par Pabsurde, si u(A™) > 0 alors, pour tout z € A" et tout K > 0, il existe un intervalle
I, =|ay, b;| contenant x tel que

f(bz) — flaz) > K(by — ay)

11. Dans un contexte plus général, il s’agit d’un théoréeme de Lindeldf que I'on peut trouver dans Analyse
fondamentale de S. Dolecki. Voici I'idée adaptée au contexte présent : on considére {B(an,1/k)}nr =:
{Um }men oll an est une suite dense dans R. On note N'={n € N, 3z € X, U,, C I,}. Si n € N/, on note
zn € X tel que U, C I, et on voit que U I, convient.

neN
12. 1l est raisonnable d’admettre ¢a en lemme préliminaire avant de développer la preuve.
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(on trouve a, ou b, et on utilise la continuité de f en z pour trouver 'autre). L’étape 1
donne alors I'existence d’une partie finie F telle que

S )~ Fa)) = 3wl

zeF zeF

u(AT)

@\h

ce qui contredit le fait que f est a variation bornée puisque K est arbitraire.
Etape 3. On suppose par absurde que w(B) > 0.
Pour (o, f) € Q% x Q, on définit :

Cap = {7 € B, ffx)>B+a et f7(x)<B—a}

et puisque par densité de Q : B = |J C, g, il existe par additivité dénombrable de la mesure
un ensemble C, g de mesure strictement positive. Quitte a retrancher x — Sz a f, on peut
supposer 3 = 0.

On va nier la rectifiabilité du graphe de f : prenons F' une partie finie de [a, b] contenant
a et b. On note ar la fonction affine par morceau interpolant f aux points de F. Pour tout
z € Cop \ F, on choisit I, =|ag, by[ contenu dans ]a, b[, contenant = tel que I, N F =0 et :

f(by) — flaz) < —a(by —ay) si ap est croissante sur I,
f(by) — flaz) > a(by —a;)  sinon.

Par I’étape 1, il existe une partie finie £ C Cq 0\ F telle que les (I;),cr soient deux a deux
disjoints et vérifient
aO)
> nll

zel

On pose G = FEUF.
Etape 4. La longueur des graphes des fonctions affines par morceau.

On notera f(ag) et ¢(ar) la longueur des graphes respectifs de ar et ag. Un dessin
intelligent montre que :

Uag) > tlar) + (VI+ a2 — 1) L) > ap) + 2 €0 (/1302 1)

6
zelE

ce qui contredit la rectifiabilité du graphe de f, F' étant arbitraire.
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" #(ap) = AD < AC+ CD < AC+ BD < AC — AB + {(ag)

AB2 (b w0V IH ol far) < (1= Va2 + 1)(b. — a,) + £(ac)

FIGURE 2.7: Un dessin intelligent. ”Autour de I,”.

Le cas multidimensionnel des fonctions lipschitziennes.

Théoréme (Rademacher). Toute fonction f : R™ — R™ lipschitzienne est différentiable
presque partout (au sens de la mesure de Lebesgue).

PREUVE. On se rameéne sans peine a des fonctions f : R” — R et on admet le cas n =1
qui releve du paragraphe précédent puisque les fonctions lipschitziennes sont a variation
bornée. On notera C' une constante de Lipschitz de f. En particulier on sait que V f(z)
existe pour presque tout € R™ et si e € S"71, la dérivée directionnelle

L) = i L0410 1)

existe pour presque tout z € R™. Ces fonctions sont mesurables et dans L.

Etape 1. Ly(e) = (V(x),e) au sens faible.

fz +te) — f(x)
t

Soit ¢ € C°(R"). D’une part, comme < C, le théoréme de conver-

gence dominée assure :

fl+ tet) — f(x)ap(x)d:c P L.(e)p(z)dz.
R -V JRr

D’autre part, on a aussi toujours par convergence dominée :

/ ﬂw+w%%@¢@mx:/‘¢@—“ﬂ—ﬂ@f@mx_ﬁ— (Vo(@), €) f(x)da.

t t t—0 R”
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Maintenant, en écrivant e = x1e; + ...x,e,, on développe le gradient et on utilise une
derniere fois le théoreme de convergence dominée pour justifier :

t—0 t

/H(ch(x), e)f(x)de = Zml lim pla +te:) = (P(x)f(:n)d:z

t—0 t

= Zm, lim f - tei) = f(x)ap(x)d:c =— / n<Vf(x), e)p(z)dx

de sorte que :
Vo CERY, [ (Lale)— (VH@)e)pl)dz =0

Etape 2. Pour presque tout x € R", Ly(e) = (V(x),e).

En creux, il s’agit de prouver l'injection L*°(R"™) C
h e LL _(R") tel que

(R™) < D/(R"™). Soit donc

loc

Vo € C°(R"), /n h(z)p(z)dr = 0.

On montre que h = 0 presque partout sur toute boule B(0,r), r > 0. On pose g = hlB(O,Qr)
et on considere p. une suite régularisante telle que Supp p. C B(0,7:). On sait alors que
pe ¥ g — g dans L*(R™). Soit € B(0,7), on a :

pww@%ié&m&m%mM@MyiAy<%%®—ymwﬂy—/ pe(x —y)h(y)dy

n

car |z —y| < r. = |y| < |y — x| + |z| < 2r pour € assez petit. Comme y — p.(z — y) est
C™ a support compact, on a par hypothese :

pe * g(x) = 0.

En faisant tendre e vers 0, on obtient g = 0 presque partout dans B(0,r) et la conclusion.
Etape 3. Dérivées directionnelles et différentiabilité.

On note A I’ensemble des points ot V f(x) existe. Pour conclure quant a la différentiabilité
de f, il suffit de montrer que la convergence :

t t—0

qui est vraie & e € S*! fixé pour presque tout x € A est vraie uniformément en e.

Soit (e;);>1 une suite dense de S”~!. Par additivité dénombrable de la mesure,

fx +tei) — f(x)

t t—0

B:{xeA, Vi>1,

vérifie u(R™\ B) = 0. Soit x € B, on définit pour t € R

fla+te) = f(z)
t

¢tI€€Sn71'—>
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Toutes ces fonctions sont C-lipschitziennes. Soit € > 0. Par compacité de la sphere unité, il

existe i1,...,iN tels que :
N

s c | Bei,,e/20)
k=1

ot C = C + |V f(z)||. On découpe :

[¢c(e) = (Vf(z),e)l < |pule) — deleq)| + [oe(es,) — (V (@), eq)| + [(V (), e, — )
< C'He_eikH +‘¢t(€ik)_ (Vf(a;),e,kﬂ
< g/24¢/2=¢
pour ¢ assez grand, dépendant seulement des e; ,...,e;, qui sont en nombre fini. Ce qui
conclut. ]
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Appendice : sur les fonctions a variation bornée.

Définition. Une fonction f : [a,b] — R est dite a variation bornée lorsqu’elle vérifie 'une
des trois conditions équivalentes suivantes :

(i) La variation totale de f définie par :

n—1
Vau(f) = sup {Z lf(iv1) — f(x)], a<z1 <22 < ... <2y < b}
i=1

est finie.

(1) Le graphe de f est rectifiable au sens ou si F' est une partie finie de [a, b] contenant a
et b et si ap désigne la fonction affine par morceaux ar interpolant f aux points de
F,
sup/(ap) < 0o
F
ou {(ap) est la longueur du graphe de ap.

(7i1) f est la différence de deux fonctions croissantes.

PREUVE. L’équivalence (i) < (ii) est immédiate[l%| en considérant la norme 1 dans R2.
L’implication (i) = (i) est aussi claire puisqu'une fonction croissante est a variation
bornée. Pour la réciproque, il suffit de voir que x — V, ,(f) et © — Vo .(f) — f(x) sont
croissantes. O

La condition (i77) donne immédiatement : une fonction a variation bornée est continue
sauf peut étre sur un ensemble au plus dénombrable et une fonction a variation bornée est
réglée.

CONTRE-EXEMPLE. La fonction f : [0,1] — R définie par

f(x) =z cos (;) six#0 et f(0)=0

est continue mais pas a variation bornée. Pour le voir, il suffit de considérer la subdivision :

0< ! < ! < < L <1<1
On - e T -— — .
" nt  (n—1)rw 2r W

Référence. S. Gonnord, N. Tosel, Themes d’Analyse pour ’agrégation : Calcul Différentiel.

201 Espaces de fonctions; exemples et applications.

215 Applications différentiables définies sur un ouvert de R". Exemples et applications.
228 Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelles. Exemples et
applications.

229 Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

13. Oupas: L(ar) = 3 [[(iv1 =24, f(Tit1) = f(@i)ll2 = 22 [(@iv1—zi, f(@ig1) = F(23))][1 = b—a+Vap(f).
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2.17 La méthode de Laplace

Théoréme (Méthode de Laplace). Soient [a,b] un intervalle de R (borné ou non), ¢ :
[a,b] — R une fonction C? et f: [a,b] — C L' telle que la fonction

soit bien définie continue sur x € Ry.

1. Si ¢ atteint un mazimum ordinaire en un unique point to €la,b|, c’est a dire :
O'(tg) =0, ¢"(tg) <0, et ¢ nes’annule qu’en tg
alors en supposant f(tg) #0 :
F(x) ~ t .
( ) T—>+00 f( 0) (—(p”(to)) \/5

2. Si ¢ atteint son maximum en a et ¢’ ne s’annule pas sur |a,b[, alors en supposant

fla) #0

a) evela)
RN (DRl

zotoo —¢'(a) x

PREUVE. On commence par le premier cas et on regarde l'intégrale sur [to, b[. Le compor-
tement de ¢ est quadratique au voisinage de tg :

plt) ~ olto) s, 5" (t0)(t — o).

Comme ¢ est un C'-difféormorphsime de [to, b[ sur [¢(tg), ¢(b)], on peut écrire le change-
ment de variable

On obtient :

ot g(s) = f((s))¢'(s).

Or, le théoréeme de convergence dominée et la continuité de g en 0 assurent pour « petit :

/0 ae:rSQQ(S)dsz\;E /Oaﬁeuzg <\2) du g(O;\/Tr ;5 |

Le résultat reste valable pour tout o > 0 puisque :

B B
g€ LY(a,b) = / |e_m2g(s)|ds < e_m2/ lg(s)|ds — 0.
Ici, on trouve finalement :
(p(t0)—(b))/2 zp(to)
) —as? W YT )E
et | Pylods a0
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Il ne reste plus qu’a calculer g(0) = f(1(0))¥'(0) = f(to)y'(0). Or :

pThon(s) =5 = ¢(0)(¥ ) (o) =1

et
S — T A ). =ty (to) _ [¥"(to)
(1) = Velto) —e(t) = (W7)(t) = 2/ 0(to) — p(t) t=t0 V2 /—0"(to)(to — t) 2
D’ou
2
9(0) = f(to) “ ()

On trouve le résultat en écrivant les mémes arguments sur [a, o] et en sommant.

Dans le second cas, c’est pareil avec le changement de variable
s = pla) —p(t)
du coup, c’est plus simple. ]

Théoréme (Phase stationnaire). Soient ¢ : [a,b] - R C*°, f : [a,b] = C C. Alors la
fonction

F(z) = / b O £ (1) dt

est bien définie et continue sur Ry. Si ¢ s’annule en un unique point tg, si ce point est
intérieur a [a,b] et tel que :

©"(to) 0 et f(to) #0

alors : ‘
F 1) Y2 s ()im/a €70
()~ flto) e .
ertoo " (to)] vz
Références.
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2.18 Stabilité et instabilité en premiere approximation
Un lemme d’algebre linéaire

Fait. Soient A un endomorphisme de R en ¢ > 0. Il existe une base dans laquelle la
matrice (du complezifié) de A soit triangulaire supérieure avec tous les termes surdiagonauz
de module inférieur a €.

PREUVE. On considére une base (e;) de trigonalisation de A et on pose f; = o' le;. Le
résultat suit pour «a suffisamment petit. O

Lemme. Soit u un endomorphisme de R dont on note P = PPy le polynéme ca-
ractéristique ou Py (resp. Py) n’a que des racines de partie réelle dans RY (resp. R_).
On note By = Ker P(u) et Ey = Ker Py(u). Le lemme des noyauxr donne R = Ey & Es.
Alors il existe un produit scalaire euclidien (-,-) sur R% et un réel o > 0 tels que si || - ||
désigne la norme euclidienne associée, on a :

(i) Ey et Ey sont orthogonaux pour (-, -)
(i) Vh € Ex, (df (0)h, h) > 2a||h|®
(i) Vh € By, (df(0)h, h) < ol |h]
PREUVE. Soit e > 0. Dans une base adaptée &4 R = E; @ E» telle que la matrice A = (@i )i

de w soit triangulaire supérieure (par blocs) avec tous les termes surdiagonaux de module
inférieur a €, on pose pour z = (x;); et y = (y;); :

d
i=1
De sorte que :
d
(u(x),xz) = Re Z ai,i\xﬂ? + Re Z a; jT;%;.
i=1 i<y
Notons que :
2
> aigTizi| ey laillzg] =« (Z W) < ed|le].
i<j i, i
e Siz € Fy, soit p > 0 tel que toutes les valeurs propres de A soit de partie réelle > p. On

a
(u(@), ) > pllz||* — de|lz||*.

e Six € Ey alors
(u(z), z) < del|z|*.

N , p p
D’ou 1 Itat =—ete=—. O
ou le resultat avec « 3 et € 3d

Deux critéres de stabilité et d’instabilité

Théoréeme (Lyapunov). Soit f : @ € R? — R® un champ localement lipschitzien dont
xo € U C Q est un équilibre. On suppose qu’il existe une fonction V : U C Q — R C', dite
de Lyapunov, telle que :
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(i) V(xo) =0

(i) Yz € U\ {xo}, V(z) >0

(iii) Yo € U, dV(z)f(z) < 0.

Alors zg est un équilibre stable et si de plus dV (x) f(x) < 0 pour tout x € Q\ {zo} alors zg
est asymptotiquement stable.

PREUVE. On note B:(z¢) la boule ouverte de centre zy et de rayon € et S:(xo) la sphere
correspondante.

1.

Soit € > 0 tel que B. C U. Puisque V ne s’annule pas sur le compact S:(zo), il existe
m > 0 tel que V(x) > m pour tout z € Sc(xp). En outre, par continuité de V, il existe
0 <4 < e tel que V(z) < m/2 pour tout x € Bs(xg). Soit € Bs(xg). Par décroissance
de la fonction ¢ — V' (¢¢(x)), on a V(¢(x)) < m pour tout temps ou la solution ¢;(x) est
définie. Par continuité des trajectoires, ¢;(z) ne peut pas traverser S:(xg) donc pour tout
t ou la solution est définie, ¢¢(x¢) € B:(xg). Par le théoréeme de sortie de tout compact,
la solution est définie pour tout ¢ > 0 et reste dans B.(zo).

Si la fonction de Lyapunov est stricte, soit z € Bg(zg). Par compacité de B.(z¢), ou
bien ¢(x) — xg lorsque ¢ — +00, ou bien il existe une sous-suite croissante (tx) telle
que ¢y, (xr) — =, avec x, # xg. Si xp n'est pas asymptotiquement stable, on est dans
la deuxiéme situation pour au moins un point x € Bg(xp). Par continuité et stricte
décroissance sur les orbites de V, on a déja V(¢ (z)) — V(x«) et V(e (z)) > V(xy).
De plus, toujours par stricte décroissance de V' sur les orbites :

ln V(orea,(@) = lim V(@1(6n,@) = V(i) < V().

k—+o00

Soient £ tel que V(¢144,(x)) < V(zy) et j > tel quet; >1+1¢,. Ona:

V(g (7)) < V(d144,(w)) < V(w).

C’est une contradiction.
O

Théoréme (Cetaev). Soit f: Q C R* = R? un champ localement lipschitzien dont xq est
un équilibre. On suppose qu’il existe un ouvert U C § et une fonction V : Q@ — R C* telle
que :

(i) Yoz € U, dV
(iii) Yz € OU, V

(i) Ve e U, V(z) >0

(x)f(x) >0
(z) =0

(iv) xy € OU

Alors Uéquilibre xq est instable.

PREUVE. On peut supposer que o = 0. Soit € > 0 tel que B := B(0,¢) C Q. Grace a (iv),
on peut choisir 0 < ¢’ < € et € U de norme majorée par &’

99



2. ANALYSE ET PROBABILITES

"

-

FIGURE 2.8: Un dessin

Supposons par l'absurde que ¢;(x) soit définie pour tout t € Ry, & valeurs dans B. On
définit :
g: Ry =R, t— V(p(x))
qui est une fonction C! sur R, avec :
g'(t) = dV(¢¢(x)) f(¢¢(x)).
11 est pas trop difficile de voir que ¢¢(x) € U pour tout ¢ € R4. On considere le compact :
K={yeUnB, V(y) >V(z)}

Par croissance de g, ¢;(x) € K pour tout ¢t € Ry. De plus K C U donc il existe a > 0 tel
que :
Vye K, dV(y)f(y) =z a

de sorte que ¢'(t) > « pour tout t € Ry et g(¢) tT +00. C’est absurde puisque V' est
—+00

bornée sur K. O

Deux théoremes de stabilité et d’instabilité en premiére approximation

Théoréme (Stabilité). Soit f: Q C RY — R un champ de vecteur C' tel que xq soit un
équilibre et dont la matrice df(0) a toutes ses valeurs propre de partie réelle strictement
négative. Alors xg est un équilibre asymptotiquement stable.

PREUVE. On suppose que zg = 0. Par le lemme précédent, il existe o > 0, un produit
scalaire (-, ) et sa norme associée || - || tels que :

Vh € RY, (df (0)h, h) < —allh|*.
Soit r > 0 tel que B := B(0,r) C Q (boule ouverte pour | - ||) et

Va € B, ||f(x) - df(0)a] < .
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La fonction Vg : x + || est une fonction de Lyapunov pour f|p puisque pour tout
r€B:

AV (@) f (@) = 2(a, f(2)) = 2( (@, df O)a)+(z, [ (@) ~df (0)2)) < 2 (=alla]? + Fla)?) = —allz|
Le théoreme de Lyapunov permet de conclure. O

Théoréme (Instabilité). Soit f: Q € R* = R? un champ de vecteur C1 tel que xq soit un
équilibre et dont la matrice df (0) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement
positive. Alors xg est un équilibre instable.

PREUVE. On suppose que z¢ = 0. Soient E1, Ea, a > 0 et un produit scalaire (-,-) comme
dans le lemme préliminaire. Pour v = vy + vy € E1 @ Ey, on pose V(v) = |Jv1]|? — |lva? et
on va tenter d’appliquer théoreme de Cetaev.

On pose Uy = {r € R, V(x) > 0} et on note :
A= df(0), f(x) = Az +g(x) ot g(a) = o).

Pourx =xz1+a0 €U et h=hy+ ho,on a:

dV(z)f(z) = 2(<x1, Azy) — (xo, Axo) + (21 — xg,g(x)>>.
Soit € > 0 tel que pour ||z|| <e:

lg@)ll < 7l
Comme |21 — 2] = ||z]|, on a [{@1 — 22, 9(2))] < allz]|*/4 < a|z1]*/2 et
dV (2)f(x) > 20(2l|z1 ] — [lz2]*) + 2(z1 = 22, 9(2)) > aflz1]* > 0.

Dot le résultat en appliquant le théoreme de Cetaev sur 'ouvert U; N B(0, €). ]

Si on ne veut pas parler du résultat d’instabilité, on peut écrire une preuve plus simple
du lemme préliminaire (cas ou les valeurs propres sont toutes de parties réelles strictement
positives), laquelle se trouve dans Analyse fonctionnelle de S.Gonnord et N. Tosel ou bien
chez Grégoire CLARTE.

Références.
S. Gonnord, N. Tosel, Thémes d’analyse pour l'agrégation : calcul différentiel
C. Chicone, Ordinary Differential Equations with Applications, 2nd Edition.

220 Equations différentielles X’ = f (t, X). Exemples d’étude des solutions en dimension 1
et 2.

221 Equations différentielles linéaires. Systeme d’équations différentielles linéaires.
Exemples et applications.
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2.19 Une facon de prolonger la fonction zéta
Quelques pré-requis.

La fonction théta définie pour t > 0 par 6(t) = >°, .5 e~ ™"t vérifie équation fonctionnelle :

o(t) = \29 (1) .

C’est une conséquence immédiate de la formule de Poisson :

Y fm) =) fn)

neZ neZ

avec la bonne convention pour la transformée de Fourier, de telle sorte que :

F(ee ) ) = (E)‘W e

(07

La fonction 0(t) = 3, o, e~™’t vérifie alors Péquation fonctionnelle :

0(t) = 2\1/5 < é(i) + 1> - % (2.9)

—+00

F(lz) —2* ] (1 + %) e n (2.10)

n=1

La fonction I' vérifie :

expression a partir de laquelle on voit que 1/T" se prolonge en une fonction entiere (et méme
1/2T).

Ce qu’on va montrer.

Théoreme. La fonction ¢ définie sur le demi-plan Res > 1 par :
—+00
1
C(s)=) —

ns
n=1

se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ {1} et vérifie l’identité :

752 (s)T (%) — 7 (=9/2¢(1 — o)T <1 S S) . (2.11)

PREUVE. Il s’agit essentiellement de montrer que ( satisfait I’équation fonctionnelle an-
noncée. Montrons la d’abord pour Res > 1.

Etape 1. Au commencement, une astuce.

Grace & 'astucieux changement de variable x = mn?y, on va relier I' et ( :

T <§> _ /Jroo €_I$%d£ _ 7rs/2ns /Jroo e—ﬂ—nnys/Q@
2 0 T 0 Yy
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de sorte, qu’au moins formellement,
o (3) = [ et
7r S -] = e Yy =,
2 n>1"0 y
Bien siir, on s’empresse d’intervertir la somme et l'intégrale, puisque
Z/ |677rn2yys/2’?y — Z/ e—mﬂnyesﬂzy — WRGS/2C(R6 S)P(Re 8/2) < 4+00.
n=170 n=1"0
On trouve :

g (3) = [ d L

Etape 2. Un peu de calcul.

En utilisant (2.9)), on va d’abord écrire :

L d Lor1 dy 1 ' s _: 1 [t
0 Yy 0 Y Yy 2 Jo 2 Jo

T e1y/2dy 1
= /1 0(y)y ( 1)/2?_73(1—5)'
Et finalement,
m ()T (g) B /m LR VL ———
1 y  s(l-s)

Etape 3. Reste a vérifier que tout va bien.

Le terme de droite est clairement invariant par s — 1 — s, ce qui montre (2.11]) pour
Res > 1. Il faut maintenant s’attarder sur des questions de régularité :

(i) On peut sans mal diviser par I'(s/2), on regarde d’abord :

o (1)

Il y a un pole en s = 1 mais la singularité en s = 0 est effacable, comme le montre
(2.10]).

(ii) On va montrer que l'intégrale définit une fonction holomorphe sur tout C et diviser
par I'(s/2) ne changera rien. Comme l'intégrande est clairement holomorphe sur C
pour (presque) tout y € (1,+00), on peut appliquer le théoréme d’holomorphie sous
I'intégrale car :

s i 1 = e 1mes, 1 54y
(yi +y12 )H(y)‘ < (Ze_”m’) (sz —|—y1 > )g < % c L;((l,—l—oo))

sia < Res <b.
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En conclusion, la formule :

s/2 +o0 e~ d s/2
s s 1-s Yy T
s) = 24y z JO0(y)—= - —m8m8MM—
=), T -
définit bien une fonction holomorphe dans C\ {1}. O

Remarques complémentaires.

1. L’équation (2.10) s’obtient en fait assez facilement, il suffit d’écrire, par convergence
dominée :
N t N .
I'(z) = lim 1—— | #F dt
( ) N—~+oc0 0 < N>
et d’intégrer N fois par parties pour obtenir :

. NIN*
Nofoo 2(z +1)... (2 + N)°

I'(z) =
En inversant cette relation on trouve :
1 z
— = lim N7 N(1+—).
F(Z) N—+o0 H n
n=1
Ensuite, on remarque que :

N
N—% = 6leogN _ ez(l+%+...+%flogN) H 87%

n=1
ce qui fait apparaitre la constante ~.

2. D’autres formulations de I’équation fonctionnelle (2.11)) existent. La plupart s’obtiennent
grace a d’astucieuses formules vérfiées par I :

P14+ s)D(1—s)= " et T(s+1)=2T(s/2 + 1) (s/2 + 1/2)n~ /2.

sin(7s)

3. Enfin, la formule de Poisson pour une fonction continue f vérifiant :

IM > 0,0 > 1, Vo € R, |f(z)| < M(1+[z))™ et Y _|f(n)| < +oc
neZ

n’a rien a voir avec le sujet. Elle s’obtient en écrivant la décomposition en série de Fourier
de la fonction 1-périodique :

g(@) =3 fla+n).

neZ

Références.
B. Candelpergher, Calcul intégral
C. Zuily, H. Queffélec, Analyse pour l’agrégation
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207 Prolongement de fonctions. Exemples et applications.

235 Problemes d’interversion de limites et d’intégrales.

239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et
applications.

241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

245 Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.

2.20 Une formule d’inversion de Fourier

Si p est une mesure de probabilité sur R on définit ¢(t) = [e*u(dz) sa fonction
caractéristique.
Théoréme (Inversion). Si a < b, alors la limite suivante existe et vaut :

1 T e—ita _ e—z’tb 1
lim — —p(t)dt = b) + = b}).
Jim oo [ (et = uta,b) + su{ab)
PREUVE. On note :
T _—ita _ ,—itb T —ita __ ,—ith
R e Y e L
-7 it -7 it

Ensuite, on calcule bétement :

M@tw _ Al et@=(a+)/2)
it it
sin (@)
_ 2f<cos (t(IL‘— (a+b)/2)) + isin (t(m— (a+b)/2))>
_ sin (t(gtc —a)) sin (t(f - b)) N 2isin (t(bt— a)/2) sin (t(z — (a+b)/2))

Pour tout « € R, c’est la somme de trois fonctions continues en t donc intégrables sur
(=T,T). Par imparité, 'intégrale de la troisieme fonction sur cet ouvert est nulle. Finale-
ment, par le théoreme de Fubini (qui est justifié car tout est intégrable) :

B T sin (t(z — a)) B T sin (t(z — b)) .
o= [ ([ 2= [f ) )

On définit R(0,T) := ffT sin(0t)/t dt. Un changement de variable donne :

TO -
R(0,T) =2 / ST 1 = 25(T9)
0 xT

avec S(T) = f(;[ sinx/x dx. Une rapide étude de signe montre que :
Vo e R, R(0,T)=2sgn(0)S(T6])
Et comme S(T') — 7/2 lorsque T'— 400, on a finalement :

2r sia<x <b
R(z —a,T)— R(z —b,T) — T sizx=aoux=0b
=10 siz<aouz>b
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Comme |R(0,T)| < 2sup,S(y) < +oo, on peut appliquer le théoreme de convergence
dominée et on obtient :

Iy — 2mu(a,b) + m({a}) + m({})

O]

Théoreme. Si ¢ est intégrable sur R par rapport a la mesure de Lebesque, alors p admet
une densité continue et bornée :

1 ,

f0) = o [ e ottiat
27

PREUVE. Puisque ¢ est intégrable, il en est de méme de l'intégrande dans le théoreme

précédent et on peut écrire :

efzta _ efztb

1t

t)|dt.
- 27 )|

pla,b) + s u(fa,bY) < 104

go(t)‘ dt < b

Ce qui montre que p n’a pas d’atome (prendre b, | a) et on peut écrire :

1 etz _ e—it(m+h)

h) = — t)dt
plaah) = o ()

1 z+h )
= 3 (/ e_”ydy> (t)dt
x+h 1 )
= / (z/e”ycp(t)dt> dy
. 0

ol le théoreme de Fubini justifie I'interversion. La continuité et la bornitude de f découlent

du théoreme de convergence dominée. O
T
) ) sinz 7
Fait. lim der = —
T—~+o00 0 X 2

PREUVE. Pour T' > 0 :

+oo
/ d,a:/ dyle™™Y sinx| = / \smx| dr < 00

donc on peut appliquer le théoreme de Fubini :

+oo
/ smx / dy/ dre sinx

T
. 1 .
z(i—y) — ; _ oTi-y)
/0 e dx 1+y2(y—i—z)(1 e )

et

de sorte que :

T
1
e Weinzxdr = —— (1 — e YI(ysinT + cos T

et on conclut en appliquant le théoreme de convergence dominée. ]
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Référence. R. Durrett, Probability : Theory and Examples

236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.

261 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire. Exemples et applications.

263 Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.
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3 NON EXCLUSIFS

3.1 Analyse du #-schéma pour ’équation de la chaleur

C’est long mais on peut choisir d’en présenter seulement quelques parties. Par exemple,
je prévoyais de développer seulement la stabilité et la convergence et d’admettre la consis-
tance qui est un calcul fort peu intéressant.

Introduction

On cherche une méthode numérique de résolution de I’équation de la chaleur (dans un
cercle) :
ou = vdiu (z,t)€(0,1) x RY
{ u(0,z) = wup(x)

On admet que le probléme a une unique solution, notée u qui est suffisamment réguliere.
On discrétise le temps et ’espace :

At >0, Az = (tn,xj) = (AL, jAx).

N+1’

On pose pour j € {0,...,N + 1}, ug = up(z;). On définit le #-schéma pour 6 € [0,1] :

n+1 n+1 n+1 n+1
F({ugy) =" B e e ST R W s A 2
J At (Az)? (Az)?
ol u} est une approximation de u(t,,z;) pour n > 0 et j € {0,..., N + 1}. Les conditions

Apd : R ) _ N _ ; Sy 2 3 n . N
au bord sont périodiques : uj; = uy = 0 de sorte qu'on s’intéresse a (u})1<j<n € C
pour tout n € N. De facon plus concise on peut écrire :

(Id+ s A)u" = (Id — s(1 — 0)A)u"

ot A= VR € My(C).

Consistance
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On dit que le schéma donné par F est consistant lorsque F <{u(tn, x])}) — 0 lorsque
At, Az — 0. On dit qu’il est d’ordre (p, q) lorsque F({u(tn,xj)}> = (’)((At)p + (Am)q>.
Appliquons les formules de Taylor :

u(tn+17 xj) — u(tm xj)
At

At
= Opu(ty, ;) + 76@(75”,%) +O((At)?).

u(tn, :cj_l) — 2u(tn, .CE]‘) + U(tn, IL’]‘_H)
(Az)?

= 02 ultn, ) + O((Ax)?).

U(tn, 2j—1) = 2u(tn, ;) + u(tn, Tj+1)
(Az)?

= Fultn, z;) + O((Ax)?)

1
= ;@u(tnﬂ, .CL‘j) + O((AQS‘)2)

1 At _, 9 9
= ;@u(tn,xj) + jattu(tn,xj) + O((Az)® + (At)?)
De sorte que :

F({u(tn,xj)}> = At (; — 6) Opu(tn, 7;) + O((Az)? + (A1)?).
Stabilité L2

On dit que le schéma est stable en norme || - || lorsqu’il existe une constante K > 0
indépendante de At et Az telle que pour tout n > 0, ‘{uy}]H < KH{ug}]H Dans la

suite, on étudie la stabilité du #-schéma en norme L?2.

On note u™ la fonction constante par morceaux égale a u
1/2)Ax, (5 + 1/2)Ax], 1-périodique. Alors,

'} sur chaque intervalle [(j —

1/2

1 1/2
||u"||Lz=(/0 |u"<w>|2da:) — (T acurE] = ),
=0

En tant que fonction périodique de L?(0,1), u" se décompose en série de Fourier :

1
u"(x) = Z " (k) exp(2irkx) ou u"(k) = / u"(x) exp(—2irkx)dz.
keZ 0

Notons que si v"*(z) = u"(z + Ax) alors 9"(k) = 4" (k) exp(2imkAz) et que la norme L? de
u™ est reliée & la norme £2 des coefficients par la formule de Plancherel :

1/2
[u" |2 = (Zﬂ”(k)l2> :

keZ
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En Fourier-transformant la définition du schéma, on trouve :

,&n—l—l(k) _ ﬂn(k‘) Y 7an+1(k)e—2i7rkAac + Qﬂn+1(k) _ ﬂn—l—l(k)eQiﬂkAz
At (Az)?
_ﬁn(k)efQiﬂkAx + 2'&”(]?) o ﬁn(k)emﬁrkAz
(Az)?

+(1-0)v =0

c’est a dire :

1—2U=vAL () cos(27kAT))

an Az)? ~n an

W) = — B an(k) =: A(k)a™ (k).
+ 2K (1 — cos(2mkAx))

La formule de Plancherel donne :

laI3 =) la"(k)1* = Y |A(Kk) 2’ (k)|

kEZ keZ

d’ou 'on voit que la stabilité du schéma est équivalente a la condition de von Neumann :
Vk € Z, |A(k)| <1.

(prendre u® avec un seul mode de Fourier non nul tel que |A(k)| > 1). Dans le cas présent,
on résume la situation par :

Proposition. Le #-schéma est stable en norme L? inconditionnellement si 1/2<60<1et
sous le condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)

2(1 —20)vAt < (Ax)?
$i0<0<1/2.
PREUVE. La condition s’écrit :
—1—2s0(1 — cos(2mrkAz)) <1 —2(1—0)s(1 — cos(2rkAx))

C’est a dire :
s(1 —=20)(1 — cos(2nkAx)) < 1.

Et une formule de trigonométrie donne :
25(1 — 20) sin®(rkAz) < 1.

Ceci devant étre vrai pour tout k € Z et tout Az > 0. O

Convergence

En notant e = u} — u(tn,x;), on montre (c’est un cas local du théoreme de Lax) que

sous hypotheses de consistance et de stabilité L?, le #-schéma est convergent au sens ot :

T li n =0.
vT >0, A Jim 0(;1;%”6 ng> 0

t,Ax—
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Comme le schéma est linéaire, on peut écrire :
u"t = Ay
pour une certaine matrice A. En notant uy = u(tn,xj), on a par consistance du schéma

4"t = A" 4+ Ate™ ot lim  ||e"|| = 0.
At,Ax—0

Puis :
et = Ae™ — Ate™.

et par stabilité £2 du schéma, ||A"|| < K donc :

le"lex < A A5 < Atk C (M) + (A1)7).
k=1

Calcul numérique et FFT.

On définit la convolution circulaire de deux vecteurs f,g € C" par :

N
Frgl) =Y fk)g(j —k)
k=1

ou les coefficients sont vus modulo N avec la convention f(N 4+ 1) = g(N + 1) = f(0) =
g(0) = 0. Plus précisément :

N 7j—1 N
Frg(@) =) fk)gli—k) =D fk)gli—k)+ D f(k)gj —k+N).
k=1 k=1 k=j+1
Avec cette écriture et en posant g = (s, 0,..., s, —2s) € CV, le f-schéma s’écrit :

u" Tt — " = g x (U + (1 - 0)un).

Maintenant, on définit la transformée de Fourier d’un vecteur v € cN par :
N
vk € {1, R ,N}, @(k‘) = ZU(n)eQWkn/N.
n=1

Proposition. La transformée de Fourier discréte jouit des propriétés suivantes :

e Pour f,gc CN, ona :
ke {l,...,N}, Frglk) = f(k)g(k).

e On a la formule d’inversion suivante :

N
Vnef{l,...,N}, f(n)= %Zf(k)e%mkm.
k=1

111



3. NON EXCLUSIFS

o [l existe un algorithme permettant de calculer la transformée de Fourier discréte d’un
vecteur de CN (ou son inverse) en O(N log N) opérations.

On dispose dés lors d’un moyen efficace pour le calcul numérique du 8-schéma puisque :

1+ (1= 0)(k)

Vk e {l,....,N}, a""'(k) T 63(k)

u” (k)

avec ok
Vke{l,...,N}, g(k)=2s (cos (NF) — 1) .

11 suffit d’inverser la relation pour trouver 4™ a l'itération voulue. Remarquons qu’on re-
trouve 1’étude de stabilité de von Neumann, la condition de stabilité étant ici :

L+ (1-0)3(k) ‘

< 1.
1= 03(k)

VkEe{l,...,N}, ‘

Références.
G. Allaire, Analyse numérique et a optimisation
G. Peyré, L’algebre discréte de la transformée de Fourier

110 Caracteres d’un groupe abélien fini et transformée de Fourier discrete. Applications.
(aprés FFT)

218 Applications des formules de Taylor. (ou pas, du coup)

222 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.

233 Méthodes itératives en analyse numérique matricielle.

246 Séries de Fourier. Exemples et applications.

3.2 De la maniere de battre les cartes en Amérique

C’est trop super (quand on a compris)!

Un paquet de cartes est un ensemble fini € = {1,...,n} muni d’une relation d’ordre
total < (ou ¢ < j signifie que la carte i est au dessus de la carte j). L’ensemble des relations
d’ordre totales sur % est en bijectionlﬂ avec l'ensemble &,, des permutations de ¥ : par
exemple si X € G, on définit l'ordre < par : X (1) < ... < X(n). Un paquet de cartes est
donc aussi une permutation de %. Un mélange du paquet est I’action par composition d’une
permutation de % sur le paquet : par exemple, si 0 € S, le paquet X (1) < ... < X(n)
devient le paquet 0o X(1) < ... < oo X(n)ﬂ

1. Il y a plein de bijections, on prendra celle explicitée ci-apres.

2. Il n’est pas utile de noter différemment la relation d’ordre pour au moins deux raisons : d’abord
parce que sa définition est contenue dans 'écriture ci-dessus et aussi parce que < pourra garder de fait
sa signification concrete tout au long du texte. En cas de réel besoin, on notera <, 'ordre induit par la
permutation o mais génériquement, un paquet sera toujours noté X (1) < ... < X(n).
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Dans la suite, un paquet X est une variable aléatoire a valeurs dans &,. Il est dit bien
mélangé lorsque X suit la loi uniforme sur &, notée w. On s’intéresse a des mélanges
successifs du paquet, modélisés par la chaine de Markov (X)gen :

X1 = f( Xy, Ag), Xo=1id

ou les (Ag)ren+ sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans un certaine es-
pace et qui suivent une loi donnée @ appelée loi du mélange (c’est la maniere choisie de
battre les cartes). On note p, la loi de X,.

Probléeme. La loi de (Xi)r converge-t-elle vers la loi uniforme m ¢ Dans quel sens ? Et a
quelle vitesse ?

On quantifie la convergence a 'aide de la :

Définition. On appelle distance de variation totale entre deux lois @1 et Q)2 sur &, la
quantité :

dy(Q1,Q2) == max |Q1(S) — Q2(9)| = % Z |Q1({0}) — Q2({0})]

SC6,
UEGn

On peut montrer que cette distance métrise la convergence en loi.

Le mélange américain consiste a couper aléatoirement le paquet en deux et a insérer
les cartes du premier paquet aléatoirement au sein du second en gardant 'ordre relatif
des paquets. Une fagon équivalente voir les choses est de considérer le mélange inverse :
on choisit aléatoirement k cartes que 'on place au dessus du paquet en gardant ’ordre
relatif. Dit autrement : on se donne une partie A = {i1,...,ix} C {1,...,n} et on place les
cartes en positions i1, ...,7; au dessus du paquet en gardant l'ordre relatif. Par exemple
si A ={1,3} et n =4, le paquet 2 < 4 < 1 < 3 devient le paquet 2 <1 <4 < 3 et la
permutation associé par le mélange inverse est :

(2413
m=l21143
elle dépend du paquet :

1 2 3 4 . . 1 2 3 4
X—<2 41 3> qui devient 7TOOX—<2 14 3>

C’est completement tordu mais c’est trés pratique parce qu’il suffit d’écrire que le paquet
X(1) < ... < X(n) devient le paquet mp o X(1) < ... < mg o X(n) et en fait on n’a pas
du tout besoin de savoir comment s’écrit g : étant donné un paquet X et une partie A on
peut en déduire le nouveau paquetlﬂ : on vient de définir le f de la chaine de Markov.

Remarquons que tirer une variable aléatoire .o/ a valeurs dans P({1...,n}) suivant la
loi uniforme revient & tirer une variable aléatoire 7y a valeurs dans &,, (associée par le
mélange inverse) qui suit la loi :

ntlosio=id
Q{c}) = 2% si o€ H\ {id}
0 sinon.

3. On pourrait ’écrire mais bon. ..
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ou H est 'ensemble des permutations o comportant au plus une décroissance (X (C;) <
X(Cj) et X(Cj) =5 X(C;)). En effet, le choix des parties de la forme {1,...,j} conduisent
a 'identité. C’est néanmoins tres inutile d’écrire cela.

Théoreme. Apres avoir effectués k mélanges a l’américaine sur un jeu de n cartes, la
distance de variation totale vérifie :

dvmk,w)g—’ﬁ(l—;).

=1

PREUVE. Avec les notations précédentes, notons (% )ren+ une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans P({1,...,n}) et suivant la loi uniforme. Soit (7 )x la suite des
permutations associée par le mélange inverse et X = m 0 Xp_1 le paquet a 'instant k. Soit
i €{1,...,n}. Pour tout k € N*, on pose bg) = lie A¢ : puisque les @7, suivent la loi uniforme

(4)

et sont indépendantes, les (b,’); sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes

de paramétre 1/2. On note enfin b (7) = b,(f) . .bgi) le nombre binaire aléatoire construit
par concaténation Soit T le plus petit instant ou tous les nombres b(k)(l), o, b (n) sont
distincts. A Dinstant T le paquet est bien mélangé au sens défini précédemment. En effet,
A cet instant (mais pas avant), les b(7)(7) définissent un ordre total sur € et comme toutes
les variables aléatoires sont indépendantes et suivent une loi uniforme, ’ordre construit suit
aussi une loi uniforme. Or, on a pour tout B C &, :

ur(P) = P(XpeP)=P(Xr e P, T <k)+P(Xr B, T >k)
k

Y P(Xp €P,T=j)+P(T>k)

§=0
k

< S w(RP(T =j)+P(T > k)

IN

§=0
< 7(P)+PT > k)
ou 7 est on le rappelle la loi uniforme sur &,,. En faisant pareil avec B¢, on trouve :
VB C &y, |uk(P) —7(P) < P(T' > k) = dy(pn, 7) < P(T > k).

Il y a 2% possibilités pour le nombre associé a une carte. Comme les b (4) sont indépendants
et uniformément distribués, la probabilité que tous les b(k)(z’) soient différents au k-eme

mélange vaut :
P2 —1)... (2P~ (1) Ty, i
@by -1I (1 2k>

(c’est le "paradoxe des anniversaires”). Alors :

P(T>k)=1—ﬁ<1—;)

=1

O]

4. Interprétation : on attribue 0 aux cartes que 1’on place au dessus, 1 aux autres. On garde en mémoire
I’histoire de chaque carte. Un schéma s’imposerait, si ¢ca ne demandait pas tant de prouesses techniques.
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Remarquons, qu’a n fixé,
n—1

k—+o0 2k

dv(ru’k’ 7T)

Mais comme ca va tres tres vite, il convient de s’interroger sur le sens de l'infini.

Quelques remarques complémentaires

Toutes les remarques intéressantes (et il y en a) sont a retrouver chez Grégoire CLARTE
(et dans un texte de modélisation option A sur le sujet).

Référence. M. Aigner, G. Ziegler, Raisonnements divins

Adapté d’un travail remarquable de l’inénarrable Grégoire CLARTE.

105 Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications. (heureusement que c’était
une impasse)

190 Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.

262 Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples et applications.
264 Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.

3.3 Le fameux ellipsoide de John et Loewner, assorti de
quatre preuve de la log-concavité du déterminant (la qua-
triéme va vous surprendre)

Le théoréeme qui suit, comme tout bon résultat d’analyse convexe, va servir a montrer
I'unicité d’un extremum.

Théoréme. Soient A,B € . (R) et t € [0,1]. Alors :
det(tA+ (1 —t)B) > (det A)!(det B)' .
Avec égalité si et seulement si A = B.
On va donner quatre preuves (plus ou moins détaillées) de ce résultat.
LA PREUVE ALGEBRISTE. On invoque le théoréme de peudo-réduction simultanée et on
écrit :
A='PP et B='PDP ou P¢c O,(R) et D=diag(A1,...,\).

Ensuite, on remplace :

(det A)*(det B)'™ = det P?(det D)'™" et det(tA+ (1 —1t)B) = det P?det(tI, + (1 —t)D).
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En prenant le logarithme, on doit montrer :

Zln (1—1)A (1—1) ZlnA

Mais comme le logarithme est concave, c’est évident. O
LA PREUVE ASTUCIEUSE. On pose C = B~'A € .7t* et on remplace :
det(tA+ (1 —t)B) = det Bdet(tC' + (1 — t)I,,) et (det A)'(det B)'~* = det B(det C)"
de sorte qu’il suffit de montrer :
det(tC + (1 — t)I,,) > (det C)*

ou encore :
n

N
[Ite; +1-1) H

i=1
ou les c; sont les valeurs propres de C. Mais la encore, c’est évident car en prenant le
logarithme, on voit que pour tout ¢ > 0 :

' <te+(1-1)
avec égalité si et seulement sit =0out=1. O

LA PREUVE PAR LE CALCUL DIFFERENTIEL. On étudie la convexité de la fonction log det
définie sur le convexe .7, . Une caractérisation usuelle est la suivante :

logdet est convexe < VA, B¢ .7 T, f(t)=logdet(tA+ (1 —1t)B) est convexe.

Et il n’y a plus qu’a différentier deux fois cette derniere fonction pour conclure. On trouve :

d>f “1yn2) s

St =—Tr ((Y V) ) ot Y(t) =B +t(A— B).
Maintenant, on écrit que la trace du carré d’une matrice est la somme de ses valeurs propres
au carré et on se débrouille pour justifier que Y'Y a des valeurs propres réelles. O

LA PREUVE PAR LE CALCUL INTEGRAL (BY P. D. LAX). On commence par remarquer que
si H € 7 (R), alors en diagonalisant H en base othonormée et en effectuant le méme
changement de variable que dans la preuve du théoreme de ’ellipsoide de John et Loewner,

on a : /2
n Vdet H

11 suffit d’appliquer cette jolie formule et I'inégalité de Holder pour conclure :

/2 t(x,A 1
_ / oAz o~ (1) {2, Bx) g,
Vdet(tA+ (1 —t)B) n
t 1-t
< (/ e—<x7Aa:>dx> </ e—(x,Bx)dm)
7.‘.n/2

/(det A)t(det B)
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Pour ¢ € (0,1), il y a égalité dans 'inégalité de Holder si et seulement si pour tout € R™,

e~ (@A) o ¢~ (@B%) gont colinéaires. En spécifiant en z = 0 on a égalité si et seulement si
A=B. O

Théoréme (John-Loewner). Soit K un compact d’intérieur non vide de R™. Il existe un
unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant K.

PREUVE. Lorsque R est muni de sa structure euclidienne usuelle, un ellipsoide (plein)
centré en 0 a une équation du type ¢(z) < 1 ou ¢ appartient & Q l’ensemble des formes
quadratiques définies positives. On note dans ce cas :

={z e R", ¢(z) <1}.

Etape 1. Calculons sans complexe le volume d’un ellipsoide et théorisons.

Soit ¢ € Q14 de matrice S € .7, qui dans une base orthonormale s’écrit g(z) =
Yoy a;z?. N'ayons pas peur :

- L I
odxy, = =
a173+...anz2 < <1 224..22<1 \/al Qn \/al <. Qn

ou Vp désigne le volume de la boule unité en dimension n. Voici une reformulation du
probleme :

Maximiser D(q):=detS =ay...a, sur le domaine o ={qe€ 9., Vx € K, ¢q(z) < 1}.

Avant toute chose et pour traiter ce probleme d’optimisation, il faut une norme sur Q O &/
I’espace des formes quadratiques. On pose :

N(q) = sup |q(z)|.
lzf|<1

E’tape 2. De loptimisation.

Il s’agit essentiellement de montrer que 7 est un compact non vide et on pourra conclure
par continuité de D.

e o/ est non vide. Soit M > 0 tel que K C B(0,M). Alors, on pose :
[ES

Ve e R", q(z) = e

et on a bien q € .
e o/ est fermé. Adoptons un point de vue séquentiel : soit &7 > ¢, — ¢ pour la topologie
de la norme N. Alors :

Vr € R", |gn(z) — q¢(2)] < N(qg — q)||z|| = Yz € R" hrfooqn( x) = q(x).

e o/ est borné. Soient a € K et r > 0 tel que B(a,r) C K. Maintenant, pour ¢ € </ on
a pour tout x € R" tel que ||z| < r:

Va@) = (qla+z—a) < Vala+z)+ Va(—a) = Vala+z) + /q(a) <2

Et par homogénéité, si [|z| <1 :

a(e)| = a(a) = —galra) <
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La fonction D est continue sur le compact &/ donc atteint son maximum en ¢g qui est
définie positive.

Etape 3. Ne pas oublier l'unicité.

Pour 'unicité, on va montrer que <7 est convexe et utiliser la log-concavité du déterminant.
Allons-y : soient ¢, ¢’ € 7 et t € (0,1). Pour tout x € R™ :

0<(tg+(1—-t)¢)(z)<t+(1—-t)=1.
donc tqg+(1—t)q’ € o . Maintenant, s’il existait ¢ € <7 distincte de o telle que D(q) = D(qo),
on écrirait :

D (;(q + qo)> = det (;(S + So)> > (det kS*)l/Q(det(So))l/2 > det Sy = D(qo)

et ce serait bien str contradictoire avec la maximalité de D(qp). O
Une remarque complémentaire.

Il existe au moins une application de ce résultat. Remarquons d’abord qu’il se généralise
sans mal a un espace euclidien FE quelconque quitte a le munir d’une structure qui le rend
isomorphe a R’ pour un certain n. Lorsqu’on a vu cela, on est prét a montrer sans utiliser
le théoreme de pont fixe de Kakutani qu'un sous groupe compact de GL(FE) est toujours
contenu dans le groupe des isométries d'une certaine forme quadratique (d’apres M. Ales-
sandri).

Le livre dédié aux Equations aux Dérivées Partielles de F. John est trés bien.
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3.4 L’exponentielle matricielle est surjective

Théoréme. Soit A € M,(C). Alors, exp(C[A]) = C[A] N GL,(C). En particulier, exp :
M, (C) = GL,(C) est surjective et un antécédent de A € GL,(C) est un polynome (com-
plexe) en A.

PREUVE. Etape 1 : quelques résultats préliminaires.
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e On commence par observer 1'égalité C[A]* = C[A] N GL,(C) ou C[A]* est le groupe
des inversibles de C[A]. Seule l'inclusion D pose question : il s’agit de voir que I'inverse
d’une matrice M est un polynoéme en M (en effet le coefficient constant de son polynéme
minimal est non nul : puyr = a+ XP et M~! = —P(M)/a). Ainsi, l'inverse d’un élément
de C[A] N GL,(C) reste dans C[A] (c’est un polynéme de polynéme en A)

e Pour tout M € M,,(C), exp(M) € C[M] : en effet, c’est une limite dans M,,(C) (pour
la norme d’algebre) d’éléments de C[M] qui est un sous-espace vectoriel de dimension
finie donc fermé. En conséquence,

exp : C[4] — C[A]*

est un morphisme de groupes.

e C[A]* = C[A] Nndet ' (R*) est un ouvert de C[A]. Il est aussi connexe par arcs (donc
connexe) car si M, N € C[A]*, la fonction

z€ Cr det(zM + (1 —2)N)

est polynomiale en z et non nulle donc admet un nombre fini de zéros. 0 et 1 ne sont pas
des zéros de ce polynéme donc on peut construire une courbe z(t) € C reliant 0 et 1 en
évitant ces zérosPl Ainsi

te0,1] = 2(H)M + (1 — 2())N

est une courbe tracée dans C[A]* reliant continiment N et M.

Etape 2 : exp est localement un difféomorphisme

Comme la différentielle de exp : M,,(C) — GL,(C) en 0 est I'identité de M,,(C), on a
aussi en restreignant exp : C[A] — C[A]* :
dexp(()) = idc[A].
En particulier cette différentielle est bijective et le théoreme d’inversion locale assure ’exis-
tence de deux ouverts U C C[A] et V C C[A]* contenant respectivement 0 et Id tel que

exp : U — V soit un difféfomorphisme. Comme exp est un morphisme de groupes, le résultat
demeure au voisinage de chaque point M € C[A] :

exp: M +U — exp(M)V

est un difféomorphisme.
Etape 3 : un argument de connexité pour conclure.

L’étape 2 implique en fait que exp(C[A]) est un ouvert de C[A]*. Mais c’est aussi un
fermé en remarquant que

C[A]" \ exp(C[A4]) = U M exp(C[A])
MeC[A]\exp(C[A])
(Iinclusion D se prouve par contraposée). En vertu de la connexité de C[A]*, on conclut

que
exp(C[A]) = C[A]* = C[A] N GL,(C).

5. On montre méme que R? \ D ou D est dénombrable est connexe par arcs
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Une application

Proposition. L’image par Uapplication exponentielle de M,,(R) est I’ensemble
exp(M,(R)) = {4%, Ae GL,(R)}.

PREUVE.

C : I suffit de remarquer que exp(M) = exp(3M)?

D : Soit M = A2 oit A € GL,(R). Il existe un polynéme P € C[X] tel que A = exp(P(A)).
Comme A est réelle, on a aussi exp(P(A)) = A = A et donc

exp((P + P)(A)) = A% = M.

Référence. M. Zavidovique, Un max de maths
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204 Connexité. Exemples et applications.

3.5 Le théoreme de Cartan - Von Neumann

Théoréme (Cartan-von Neumann). Tout sous-groupe fermé de GLy,(R) est une sous-
variété de M (R).

PREUVE. Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R). On montre que G est localement
difféfomorphe & un ouvert de M, (R) ~ R"™. A cause de la structure de groupe et du
caractere C*° de la translation, il suffit de la prouver pour un voisinage de I,, dans G.

Etape 1. Une sous-algébre digne d’intérét
On pose :
Lg:={m e M,(R), Vt € R, ¢ € G}

et on montre que c’est une sous-algebre de M,,(R). La seule chose a vérifier est la stabilité
par la somme. Pour cela, remarquons d’abord que la différentielle de exp en 0 est inversible
donc, exp est localement inversible et on note L son inverse. Pour m au voisinage de O :

e™ =1,4+m+o(]|m|) et L(I,+m)=m+ o(||m]).
Soient a,b € Lo et t € R, on a pour k € N suffisamment grand :

(eta/ketb/k)k _ ekL(em/ketb/k)
ekL(In+t“T+b+o(1/k))

GHa+b)+o(1)

N et(aer)
k—+oco

et la fermeture de G montre que a + b € Lg.
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Etape 2. La ou le théoréme d’inversion locale intervient de fagon cruciale.

Soient M un supplémentaire de L& dans M, (R) et ¢ : M,,(R) = GL,(R) I'application
quiax =Il+m, (I,m) € Lgx M, associe p(x) = ele™. @ est O et sa différentielle en 0 vaut
I'identité. Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage U de 0 dans M, (R) tel
que ¢ soit un C'-difféomorphisme de U sur ¢(U). On va montrer que, quitte & restreindre
U,

e:UNLs— oU)NG

est un C!-difféomorphisme, ce qui conclura (en on aura aussi dimG = dim Lg). 11 suf-
fit pour cela, de montrer que (U N Lg) = ¢(U) N G. Remarquons que 'inclusion C est
évidente : c’est la définition de L¢.

Etape 3. L’autre inclusion et ¢’est fini.

On veut montrer qu'’il existe un voisinage U de 0 dans M, (R) tel que o(U) NG C
©(UN Lg). On va montrer :

Jk € N*",Vx € B(0,1/k), o(zx) € G = x, € L.

Si ga n’était pas le cas, alors comme M, (R) = L& @ M, il existerait deux suites (Ix)i et
(mg)y respectivement de Lg et M \ {0}, de limites nulles, et telles que pour tout k& € N,
©(l+my) soit dans G. Alors, par définition de L, on aurait €”* € G pour tout k. Puisque
my, # 0 posons, pour tout k£ € N* :

mg

€k e M.

[l
Quitte a extraire, on peut supposer que (€x) converge vers € € M de norme 1. Soit t € R
et notons :

1
—— =Xt g, ou N\ €Z et |uk| < .
[l 2
Alors :
te . -k i
e®= lim el = lim e
k——+o00 k——+o0

Ak

car ek — [, Comme )\, € Z, e* € G comme limite d’une suite de points de G qui est
fermé. Ce qui prouve que € € L5 N M = {0}. C’est absurde puisque ¢ est de norme 1. [

Quelques remarques complémentaires

e En fait, L est une sous-algebre de Lie de M,,(R), ¢’est a dire un sous-espace de M, (R)
stable par (a,b) — [a,b] = ab — ba. Pour le voir, il suffit de montrer en développant a

l’ordre 2 :
(ea/keb/kefa/kefb/k)lﬁ_)eabfba'

e [l vaut mieux définir le ”logarithme matriciel” :
too ko k+1
(=1)"m
k=0

qui vérifie eL(Hm) =1 4 .
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e On peut voir que G est discret si et seulement si L5 = {0}. Pour le sens réciproque,
on montre en réutilisant le résultat sur les suites de ’étape 3 que I, est isolé, ce qui est
suffisant.

e Soit m € Lg. Alors t +—+ e!™ est une courbe tracée dans G passant par I, en t = 0 et le
vecteur tangent a cette courbe en I, est m. Par suite, L est inclus dans I’espace tangent
a G en Id. Mais on a prouvé qu’ils ont méme dimension, ils sont donc égaux.

e Le sous-groupe de G engendré par exp Lg est la composante connexe de I, dans G.

e En pratique, ca ne sert pas a grand chose.
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3.6 Le théoréme de Krein-Milmann

Ne faire que le dimension finie (sans blague) en admettant tout ce qu’il y a jusqu’a
lexistence d’un hyperplan d’appui. La partie sur le théoreme de Birkhoff est mieux rédigée
dans le livre de P. D. Laz, en plus il y a un dessin.

Bien que les arguments soient les mémes, il convient de distinguer le cas de la dimension
finie et celui de la dimension infinie. Notons cependant que tout repose sur la propriété de
séparation stricte des convexes compacts qui est facile en dimension finie mais qui, en
dimension infinie, porte le nom de théoréeme de Hahn-Banach géométrique et la marque du
lemme de Zorn. Commengons par énoncer quelques définitions et propriétés indépendantes
de ces considérations dimensionnelles.

Deux définitions.

En toute généralité, E est ici un espace de Banach.

Définition 16 (Hyperplan affine). On appelle hyperplan affine associé & A € E’\ {0} et
a € R 'ensemble :
Hpyo:={z € E, (A z)=a}.

H)y o, peut évidemment s’écrire comme 'image de I’hyperplan vectoriel Hj g par une trans-
lation.

En dimension finie, E' ~ F et A s’appellera s € E.
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Définition 17 (Point extrémal). Soit C' un convexe non vide de E. Un point x € C est dit
extrémal lorsque pour tout triplet x1,z0 € C et t € (0,1),

r=(1—-t)x) +tre = x =121 = x9.
On note £(C) I'ensemble des points extrémaux de C.
Proposition 18. Si C est compact, alors E(C) # 0.

PRrREUVE. Il suffit de considérer z € C' qui réalise le maximum de = — ||z|| sur C. O
En dimension finie.

Ici, E est un espace affine réel de dimension finie d.

Théoréme 19 (Séparation). Soient C' un conveze fermé non vide de E et v ¢ E. Alors il
existe un hyperplan affine qui sépare strictement x et C, c’est a dire :

dse€ E\ {0}, Ja e R, Vee C, (s,c) <a< (s,z)
ou de facon équivalente
ds € E\ {0}, (s,x)>sup{(s,c), ceC}.
PREUVE. Soit s = x — pc(x) # 0. Alors la condition :
Vee O, (s,c—pc(x)) <0

et équivalente & :
Vee O, (s,c) < (s,x—s) = (s,2) — [|s]*.

Raffinons un tout petit peu la propriété de séparation.

Définition 20 (Hyperplan d’appui). Un hyperplan affine H, o est appelé hyperplan d’appui
a un convexe C lorsque C est contenu dans un demi-plan affine de frontiere Hy ,, c’est a
dire :

Vee C, (s,c)>a] ou [VeeC, (s,c) <al.

S'il existe un point x € H, o, N OC, on dit que H; o est un hyperplan d’appui en z.

Proposition 21 (Existence d’un hyperplan d’appui). Soit C' un conveze non vide de E.
Alors pour tout x € 9C, il existe un hyperplan d’appui a C en x.

PREUVE. Soient z € C et (z3), une suite de E \ C qui converge vers x. Le théoreme de
séparation assure l'existence d’une suite (si); de vecteurs de £ \ {0} tels que :

Vk e N, Vee C, (sk,xr—c) > 0.

Quitte & supposer ||sg|]| = 1 pour tout k € N et a extraire une sous-suite convergente, on
peut supposer s — s € E'\ {0}. Alors :

Vee O, (sg,xp —x) — (s,o—c) > 0.

Le résultat suit avec a:= (s, z). O
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La preuve du théoréeme de Krein-Milman en dimension finie consiste a récurrer sur la
dimension, ’argument principal résidera alors dans le :

Lemme 22. Soient C' un compact convere de E et Hy , un hyperplan d’appui a C' en un
point x € C. Alors x est un point extrémal de C si et seulement si x est un point extrémal
de Hy o, N C.

PREUVE. Si x est un point extremal de Hy, N C, alors soient 1,22 € C et t € (0,1) tels
que z = (1 — t)z1 + txe. On a par définition de H, , (quitte & changer o en —a) :

(s,z;) <a, 1=1,2.

Finalement,
a=(s,z) =(1—1t)(s,z1) + t(s,29) < (1 —t)a+ta = a.

Toutes les inégalités sont des égalités donc x1, 22 € Hy , et le résultat suit. O
On peut enfin énoncer (et prouver) le :

Théoréme 23 (Krein-Milman). Soit C' un compact convexe non vide de E. Alors C est
Uenveloppe convexe de ses points extrémauz : C = co (E(C’))

PREUVE. On raisonne par récurrence sur la dimension de ’espace. En dimension 0, C' est
réduit a un point et c’est évident. Supposons donc le résultat vrai en dimension d — 1 avec
d > 1. Soit x € C, deux cas se présentent :

e Sixz € 0C, alors en considérant H un hyperplan d’appui a C en x, on sait par le lemme
précédent que x est un point extrémal de H N C qui est un convexe compact d’un espace
affine de dimension d — 1. Par hypothése de récurrence, x est dans ’enveloppe convexe
des points extrémaux de H N C' qui sont aussi des points extrémaux de C, toujours par
le lemme.

e Sice C\OC, alors soit 2’ # = dans C (c’est possible en dimension > 1). La droite affine
passant par x et z’ coupe la frontiere de C' en (au moins) deux points. Ces deux points
sont dans co (£(C))) d’apres le premier cas. C’est fini.

O]

En voici une application :

Théoréme 24 (Birkhoff). L’ensemble des matrices bistochastiques By, est l’enveloppe conveze
dans My (R) de l’'ensemble des matrices de permutation.

PREUVE. En vertu du théoreme de Krein-Milman, il suffit de montrer que les matrices de
permutation sont les points extrémaux de ’ensemble des matrices bistochastiques. D’abord,
les matrices de permutation sont des points extrémaux de 5,,. En effet, si P = (1—a) M +aN
avec o € (0,1) et M, N € B, alors

e Sip;;j =0, comme les coefficients de M et N sont positifs, on a m; ; = n;; = 0.
e Sip;; =1, comme les coefficients de M et N sont <1, on am;; =mn;; = 1.

Montrons donc qu’il n’y a pas d’autres points extrémaux. Soit M € B,, qui n’est pas une
matrice de permutation. Alors, il existe m;, ;, € (0,1) et comme M est une matrice stochas-
tique, il existe aussi m;, j, € (0,1) avec jo # ji. Mais comme M7 est aussi stochastique, il

124



3. NON EXCLUSIFS

existe aussi my, j, € (0,1) avec iz # 1. On construit comme cela une suite d’indices (i1, j1),
(i2,72), - ..avec la propriété :

My, g, € (0,1) et My 1,5, € (0,1).

Puisqu’il n’y a que n indices possibles, il existe r € N* tel que j.+1 = j1. On définit la
matrice B € M, (R) par :

bik,jk = 1, bik,jk+1 =—1 et bi’j =0 sinon.

En notant e = (1... 1)T, on a par construction Be = 0 et BTe = 0. Ainsi, pour tout a > 0
suffisamment petit, les matrices M + aB sont bistochastiques. Comme M est le milieu du
segment [M — aB, M + aB], M n’est pas un point extrémal. O

En dimension infinie.

Ici, F redevient un espace de Banach dans toute sa généralité. Toutes les propriétés de
séparation sont remplacée par le :

Théoréme 25 (Hahn-Banach géométrique). Soient Cy et Co deux convexes non vides de
E. On suppose que Cy est fermé et que Co est compact. Alors il existe un hyperplan fermé
qui sépare C et Cy au sens strict :

Ju e E'\ {0}, sup(A,z) < inf (A,y).
zeCy yelz

Corollaire 26. Le dual topologique de E sépare les points : si x # y sont deux points de
E, il existe p € E' tel que (A, x) # (A, y).

Et le théoreme prend la forme suivante :

Théoréme 27 (Krein-Milman). Soit C' un compact convexe de E. Alors C' est ’enveloppe
conveze fermée de ses points extrémauts :

C =w(£(C)).

On appelle ensemble extrémal de C tout sous-ensemble convexe S C C dont aucun point
n’est le barycentre de deux points dans K \ C.

PREUVE. Le lemme de Zorn est crucial, non seulement car on utilise le théoreme de Hahn-
Banach mais aussi dans la premiere étape.

Etape 1. Tout ensemble extrémal de C' contient un point extrémal.

Notons & ’ensemble de tous les ensembles extrémaux compacts de C. Comme C € &2,
cet ensemble est non vide. On utilisera les propriétés suivantes :

(i) Toute intersection non vide d’éléments de & est encore dans Z2.

(i1) Si S € P, A€ E' et p € R le maximum de A sur S, alors :
Sp = {x €5, <A,£L'> - :u}

est un élément de & (pour le voir, il suffit s’appliquer A & (1 — t)x 4+ ty = z € Sh).
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Soient S € & et &' # () 'ensemble des éléments de & qui sont des sous-ensembles de
S. On va appliquer le lemme de Zorn pour justifier I'existence d’un élément minimal de &’.
On montrera ensuite que cet élément est un singleton.

D’abord, &’ est partiellement ordonné par 'inclusion et si Q est une famille totalement
ordonnée de &, 'intersection de tous les éléments de  est non vide comme intersection
de compacts emboités et est dans & par la propriété (i). Bien sir on a aussi M € &' et
c’est un minorant de Q. Par suite, &’ est un ensemble inductif et par le lemme de Zorn, il
possede un élément minimal M.

Puisque M n’a pas de sous-ensemble propre, la propriété (i) entraine que pour tout
A € E', My = M. Autrement dit, toute forme lindaire continue est constante sur M. Mais
comme FE’ sépare les points, M est nécessairement un singleton : M = {2z} C Set z € §
est un point extrémal. On vient de montrer que :

VS e P2, £(C)NS 0. (3.1)

Etape 2. Conclusion.

Puisque C' est compact et convexe, on a déja :
@(5 (C)) cC.

Par labsurde, supposons qu'’il existe g € C'\ @(5 (C’)) Le théoreme de Hahn-Banach
assure 'existence de A € E’ tel que :

vz € (£(C)), (A,z) < (A, o).
Avec les notations précédentes, on a Cp € & et
@(S(C)) NCy = 0.

C’est contradictoire avec (3.1)). O
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3.7 Meéthodes de gradient

Introduction générale.
Il s’agit de résoudre un systeéme linéaire du type :
Az =10 (3.2)

ol, a prioriy A € GL,(R) et b € R™. En fait, on prendra A € S} (R). Un probleme
équivalent consiste a trouver le point qui minimise la fonctionnelle :

O(y) = %yTAy —y'b.
En effet, il est facile de voir que
Vo(y) = %(AT + A)yy —b= Ay —b. (3.3)
Et si x est solution du systeme linéaire, alors
(y) = 2(x+ (y —x)) = D(x) + %(y —2)TA(y —z), ie %Ily —z|} = 2(y) - 2(x)

ot ||z]|4 = 2T Az est la norme d’énergie que I'on utilisera toujours par la suite. Une méthode
de gradient consiste a partir d’'un point x¢p € R" et a construire la suite

Tkl = Tk + agdy (3.4)
ou di € R" est une direction a choisir et o, € R. Une idée naturelle est de choisir «; de

sorte & optimiser ® (1) dans la direction di, c’est a dire tel que :

d
7(1)(:Ek + Ozkdk) = —d,{?“k + Oékd%Adk =0
day,

ou —ry := V®(zy) = Azy, — b. On trouve :

(dg,T8)
ap = 3.5
SR (35)

(c’est bien défini lorsque dj # 0 car A € S;/T(R)).

Théoreme. Soit x la solution du systéme ou de facon équivalente, la solution du
probléeme de minimisation . Si ay, est choisi comme dans , alors la suite
vérifie :

lzks1 =zl = (1= on) g — 1%

ol )
dg, T
O = % € (0, 1]
HdkHAHTkHA—l
PrREUVE. 1l suffit de calculer :
zher — 22 = lloe — 2 + awdi

= ok — z|/% + aflldil|% + 20 (di, A(zk — 2))
= |lox — 2|5 + ajlldill % — 20 (di, 7x)
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car A(z, — x) = Az, — b = —rp et |lzg — z[|4 = [|ru]/4-.- Et en remplagant oy, par son
expression :
di, r3;)?
s = ol = (1= ) o = ol
HdkHAHTkHA—l
O

Méthode de gradient a pas optimal.

On choisit pour direction la ”plus grande pente”, autrement dit :
dy, = —Vq)(l‘k) = —Axp +b=ry.

Dans ce cas, dp # 0 tant qu'on a pas atteint la solution et la convergence découle du
théoreme et de inégalité de Kantorovich[f]:

Lemme (Inégalité de Kantorovich). En notant 0 < \y < ... < A, les valeurs propres de

A, on a pour tout y € R",
Y

Iyl Iy 50— A+ A1)

PREUVE. On va montrer I'inégalité équivalente :

2
. 1{ I, )
vy e R™, |ly|* < i (,/Mﬂ/;)

On va méme supposer que |ly|| = 1 et commencer par remarquer :

1= lyl* = {y. AA™"y) < llyllal A7 ylla = llyllallyla-s.

Et dans une base orthonormale de vecteurs propres :

() (St) = 3 (S3) (S 300)
< wWa (B ) @; )
S WE (G

La fonction z — - —i— 22 admet un maximum en A1 ou en A, et il vaut dans les deux cas :
A
14 52 Ainsi,

Iolalllac < 53/ 2 @(H;) )_2<\a \F)

et le résultat suit en élevant au carré. O

lyllallylla-

6. Comme c’est une inégalité de convexité, on peut la développer dans les lecons qui leur sont dévolues
mais en fait, on n’en a pas besoin pour conclure : on peut obtenir une majoration de l’erreur (un peu
différente mais pas pire) beaucoup plus rapidement et beaucoup plus simplement comme le fait P. D. Lax
dans son Linear Algebra (dans la deuxiéme édition) !
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Et sachant que cond(A) = \,,/A1, on obtient le :

Théoréme. Avec les choix précédents et d = ry, la suite (3.4) converge vers x avec :

An — A1
o = il < S5l = ala.
n

Un calcul supplémentaire donne :

cond(A) — 1\*
_ < -7 - —x|.
o 21 < v/eond () (250 7) oo~

PREUVE. La premiere inégalité découle directement de 'inégalité de Kantorovich. Pour la
seconde, il s’agit de voir que pour tout y € R™,

Mllyl® <yl < Aallyl®.
O

De la derniere inégalité, on voit que la convergente peut étre lente lorsque la matrice
est mal conditionnée.

Méthode de gradient conjugué.

Remarquons que pour tout £ € N :
Tl = Tk — apAdy (3.6)
et oy, est choisi de sorte a ce que
(rk+1,di) = 0. (3.7)
Idée. Construire des directions (dj) deux a deux A-orthogonales, comme ¢a 741 sera or-

thogonal a Vect(d, ..., dg).

Notations. Pour z,y € R™, on note x L y lorsque x et y sont orthogonaux pour le produit
scalaire euclidien et x 1 4 y lorsque x et y sont orthogonaux pour le produit scalaire donné
par A. On étend naturellement cette notation a des sous-espaces de R™.

On pose dg = rg et pour k € N, on construit di.1 comme l'orthogonalisé de Gram-
Schmidt pour le produit scalaire donné par A de ri,q relativement & Vect(dy) :

dg1 = 1 — Brdy (3.8)

oll Ad
By, = M si dp #0, B =0 sinon. (3.9)

il

Remarquons que si di = 0 alors r et dp_q sont colinéaires et comme ils sont aussi ortho-

gonaux par (3.7)), rp = 0.

Lemme. Avec le choix (3.9), les directions (3.8)) vérifient pour tout k € N la propriété
susvante : st Tg, ..., ne sont pas nuls alors,

(i) Vect(ro,...,rr) = Vect(do, . ..,dx)
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(Z’L) The1 L Vect(do, ce dk)
(iii) dxy1 L4 Vect(do,...,dy)

PREUVE. On procede par récurrence sur k € N. Lorsque k = 0, (i), (i¢) et (i7i) sont vrais
grace aux relations rg = do, (3.7) et (3.8) et bien str rg # 0 sinon il n’y a rien a faire.
Supposons donc le résultat vrai au rang k — 1, k € N*.
(i) Par (3.8), on a: dy = 1% — Bp—1dix—1.
(13) Par (3.7), on a déja rgpq L di et si j € {0,...,k — 1}, la relation (3.6) couplée a
I'hypothese de récurrence (i7) et (iii) donne 7441 L d;.
(731) Par (3.8), on a déja di4+1 L a di (c’est la définition) et si j € {0,...,k—1}, la relation
(3.8) couplée a I’hypothese de récurrence (iii) donne :

(dry1, Adj) = (r11, Ady).

Montrons que Ad; € Vect(ro,...,rx), ce qui conclura grace aux relations (i) et (i7)
que l'on vient de prouver. Grace a la relation (3.6) avec & = j, il suffit de montrer
que a; # 0, ce qui est la cas car :

aj:0<rj,dj):0rj:0

et on a justement supposé le contraire.
O

Théoréme. La méthode de gradient associée auz directions (3.8)) avec le choix (3.9) converge
vers la solution x du probléme (3.2) en au plus n itérations.

PREUVE. Les conditions (i) et (#4) du lemme précédent assurent que la famille (ry)s est
une famille orthogonale donc libre. On est en dimension n. O

Référence. A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri, Numerical Mathematics

158 Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

162 Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques.

219 Extrema : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.

226 Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u,+1 = f(uy).
Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.

233 Méthodes itératives en analyse numérique matricielle.

3.8 Les sous-groupes compacts de GL(E)

Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie. On commence par un théoreme
de point fixe.

Théoréme (Kakutani). Soient G un sous-groupe compact de GL(E) et K un conveze
compact non vide tel que pour tout g € G, g(K) C K. Alors il existe v € K tel que pour
tout g € G, g(z) = =.
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PREUVE. (1) On commence par montrer le résultat ou G est remplacé par un singleton.

Soit donc v € GL(FE) qui stabilise K. Alors & partir de z¢p € K, on définit la suite :

1
Tl = ——

J
P v (z9).

-

Jj=0
Par compacité, on peur extraire une sous-suite convergente z,x) — = € K. Alors :
(k) = 2+ o (5 (20) — 20)
k+1
et en particulier
U(Tp(h)) = T + ek
ou (eg)k est une suite qui tend vers 0 (car K est v-stable). Par continuité, on a v(z) = .

On note || - || la norme euclidienne sur E et on définit :
= ma .
lzllc = max|lg(z)|

On a écrit max car GG est compact. On a défini une norme sur E qui est invariante par
G. Etudions le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire : si z,y € E, on a pour un
certain ug € G :

2 +ylle = lluo(z) + uo(W)ll < luo(2)] + luo()ll < llzlle + llyllc-
S’il y a égalité alors ug(x) et up(y) sont positivement liés. Puisque ug € GL(FE), c’est
aussi le cas de x et y. Réciproquement, c’est aussi vrai.

Par la premiere étape, on sait que pour tout v € G,
K'={zeK, ulx)=x} #0

mais on veut montrer que
[ K" #0.
ueG

Comme les K" sont des fermés du compact K, il suffit de considérer les intersections
finies :

(] K" #0, peN.

1<k<p
On pose avec ces notations :
1E
v=— E up et v(z)=re K
p k=1
L’existence de x est encore assurée par la premiere étape. Avec la norme || - [|g :

1 p
lzlle = llv(@)le < 7 > lun@)le = llella
k=1

et le cas d’égalité étudié en (2) donne la positive-liaison des ug(x) et donc leur égalité
puisqu’ils sont de méme norme || - ||¢. Par suite, = est dans I'intersection des K.
0
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Signalons avant de poursuivre une preuve un rien plus concise du théoreme de Kakutani :
avec le produit scalaire de la deuxieme étape, on considere x € K qui minimise la norme
| - [|¢ sur K (c’est un compact) et on montre qu’il convient. Pour cela, on regarde :

S+ o) € K

pour g € G. On a :
lzlle < 11/2(z + g(@))ll¢ < [lz/le-

donc il y a égalité dans I'inégalité triangulaire et = et g(z) sont positivement liés : comme
ils ont méme norme || - || ils sont égaux. Ceci est vrai pour tout g € G.

En revanche, la premiere étape de la preuve est intéressante en elle-méme, elle permet par
exemple de prouver tres simplement le théoreme de Massera sur les équations différentielles
linéaires pérodiques (voir Gonnord, Tosel, Calcul Différentiel).

Théoréme. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). Alors il existe un produit scalaire
euclidien {, Y& sur R™ de forme quadratique associée ¢© telle que G C O(q%)

PREUVE. L’idée est d’utiliser le formalisme des actions de groupes pour voir le probleme
G C Stab(S) pour un certain S € .,/ comme un probléme de point fixe.

Pour A € G, on pose pour S € ., :
p(A)(S) = ASAT.

On note que p : G — GL(%,) est continue car polyndémiale. On a défini une action de groupe
sur .%5,. On regarde maintenant 4 = p(G). C’est un sous-groupe compact de GL(.%,).

(1) Onregarde Orb,(I,) = {MMT, M € G} : c’est un compact non vide du convexe .#,""
donc, par le théoreme de Carathéodory, c’est aussi le cas de son enveloppe convexe, que
I’on note K.

(2) Par construction, K est ¢-stable car pour tout A € G :
p(A)(MMT) = (AM)(AM)" € Orb,(1,,)

et on conclut par linéarité.

(3) On utilise le théoréme de point fixe de Kakutani : il existe S € K C ., " fixé par tous
les éléments de ¢. En termes d’action de groupes,

G C Stab,(S5)
et en termes de formes quadratiques :
VAe G, ASAT = 5.

On a fini. En prenant la racine carrée de S, on peut aussi écrire :

VAe G, (VS AVS)(VS AVS)T =1, ie VS GVSC OE).
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Quelques remarques complémentaires.

e Pas de probleme sur C en remplacant les transposées par des transconjuguées. Du coup,
on est dans un espace hermitien.

e Le théoreme de Carathéodory dit que dans un espace affine de dimension n, ’enveloppe
convexe d’'une partie A est I’ensemble des barycentres a coefficients positifs ou nul de
n + 1 points de A. La conséquence évoquée plus haut, a savoir que I’enveloppe convexe
d’un compact est compacte vient du fait suivant :

n+1
Apy1 x K™ — Conv(K), (A z) — Z)‘ixi
i=1

est surjective continue et ’espace de départ est compact.
e En dimension infinie, ’enveloppe convexe d’un compact est précompacte.
e Il v a aussi une preuve qui utilise ’ellipsoide de John et Loewner !

e Mesure de Haar.

Référence. M. Alessandri, Themes de Géométrie. Groupes en situation géométrique.

106 Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E).
Applications.

150 Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

170 Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité,
isotropie. Applications.

171 Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

181 Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.

3.9 Sur la proportion des couples d’entiers premiers entre
eux

Pour n € N*, on note 7, la proportion des couples d’entiers de {1, ..., n} formés d’entiers
) n ) 9
premiers entre eux.

Proposition. Si p désigne la fonction de Mébius, on a :
1 — n |2
o= e ) 5]

En particulier :

oL Tn = T3
PREUVE. On note A, I'ensemble des couples (a,b) € {1,...,n}? tels que a Ab = 1. On a
donc :
Card A,
T = ———5—.
n
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Soient pi,...,px les nombres premiers inférieurs a n et U; 'ensemble des couples (a,b) €
{1,...,n}? tels que p +ila et p;|b, On a donc :

oe(Us)

On utilise la formule du crible pour calculer le cardinal de A,

k
Card (U Ui> = Z (—1)1+Card ! Card (ﬂ Ui> .

i=1 PAIC{1,....k} iel
Maintenant, si I C {1,...,k} est non vide, I'intersection des U; pour ¢ € I est exactement
I'ensemble des couples de multiples strictement positifs de [[;.; p; inférieurs ou égaux a n.
On a donc : ,
n
Card Ui = \‘ J .
(zDI ) Hie 1Di
Ainsi :

CardA, = n’— ) (=14 Card (ﬂUZ)

O£IC{1,...k} il
— n2_ (_1)1+Cardl\‘ J ,u
@;élc%;,_,ﬁ} [Licrpi Z L J

On en déduit la formule pour 7,. Pour le calcul de la limite, on aura besoin du :

1 s =1
Lemme. Pour tout entier n € N*, Zu(d) = { 0 iz Z > 9
dln -

PREUVE. Il n’y a rien a prouver pour n = 1 et si n > 2, on écrit sa décomposition en
facteurs premiers :

k
o=l
i=1
de sorte que

S =3 (5)ev=a-1t-o

din i=0

Maintenant, on écrit :

-
2
=1

Puis on utilise la majoration :

LEJ>E_1 = i_i<iLEJ2_i>0
d d n?2 dn  n?
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pour continuer :

a
Il
—

Enfin, par sommabilité des séries en question, on applique le théoréme sur le produit des

séries :
+o0 +00
p(d) 1y p(d) p(d)
< d2> (an> = 2 anps 2w
d=1 n=1 d,n>1 d>1,dm
u(d) 1
=»> - zzﬁzu(d)zl.
m>1d|lm m>1 dlm
D’ou la conclusion. O

Référence. S. Francinou, H. Gianella, S. Nicolas Orauz X-ENS : Algébre 1

190 Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
230 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes
partielles des séries numériques. Exemples.
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4.1 La formule de Taylor généralisée

C’est tres calculatoire et assez inutile mais a une esthétique certaine. Ca vaut peut étre le
coup comme exemple dans la lecon 218 notamment.

Rappelons la formule de Taylor avec reste intégral pour une fonction C*° sur R :

)N

_N (n)ox” Tt (1) (1)t 41
10 =3 100+ [ g (1.1

Théoreme. Soient X une variable aléatoire réelle et f une fonction indéfiniment dérivable
sur R et telle que ) (X) soit intégrable pour tout n. Alors, la suite de polynémes (gn)n>0
définie par :

go =1, I _ _Gn—1 /andPX =0 pour tout n > 1 (4.2)

vérifie pour tout x € R :

N
— n Qn(l') e=X QN(JT - 8)
f($)_T§)E(f( )(X))Tl'+E(/O ]V!f(N+1)(X+S)dS>.

PREUVE. Soient z,y € R. On écrit en intégrant par parties :
Y T —s
qN( )f(N+1)(y+S)dS
0 N!

= D ) - I 0 g 4 [N sy

N -
=2 (qtl(!y)f@(x)—%mf(”)(y)) + /0 Cao( — )y + 9)ds

= n!
N
= > (" 0w - 2 o )
n=0 ’ ’

En prenant 'espérance de la variable aléatoire :

N
> () - 20 o))
n=0
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on trouve :
o (0n(X) n () o~ ()
E Z( t (@) — "n!f(”)(X)>] = f@) =3 = B E)
n=0 n=0
qui est bien la formule annoncée. ]

Remarque. Les conditions (4.2) découlent de la relation :

=y = q” o (4.3)

n>0

pour tout z, z € R et dont on montre qu’elle est nécessaire en considérant le cas f(x) = e®2.

Quelques exemples et applications

Pour des lois de probabilités bien choisies, on retrouve a peu de frais des développements
asymptotiques classiques. Soit a partir de maintenant f une fonction vérifiant les hypotheses
du théoreme pour les lois considérées.

e La formule de Taylor usuelle. Pour Px = dy on retrouve la formule de Taylor (4.1)).

e La formule d’Euler-MacLaurin. Lorsque X suit la loi uniforme sur [0, 1], les po-
lynoémes g, sont les polynomes de Bernoulli B,, et :

g(w)Zi Bula )/ () dy+/ dy/ BNx_S) gy + s).

n=0

pour toute fonction g vérifiant les hypotheses du théoreme. En particulier, si g(z) =
f(x 4+ k) pour k € N, on trouve en x =0 :

f(k):/kkJrl dy+z< (n— 1) (k+1) — f(” ”(k)) B,(0)

/ o [ sy~

En intervertissant les intégrales dans le reste, il est égal a :

1 1
k 1 -1
W)= =gy [ armnte) [y s = 1 [ By (5010 )
Comme les polynémes de Bernoulli sont d’intégrale nulle, on trouve apres changement

de variable :
-1 k+1

Bn(f) =75

Pour t € [k, k+1], on peut écrire k+1—t = 1—(t—|t]) et puisque B, (1—t) = (—1)"By(t),
on a finalement :

By(k+1—1t)fM™(t)dt.

(_1)N+1 k+1

T . BN(t - LtJ)f(N) (t)dt-

RY(f) =
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Et il suffit de sommer k entre 1 et n — 1 pour retrouver la formule d’Euler-MacLaurin :

n N
= /1 f(y)dy + Z (f(m_l)(n) _ f(m—l)(l)) Bm(O)
m=1

N+1
/ By (t — [t])fMN(t)dt.

Le développement de Tchebychev-Hermite. On considére cette fois X ~ A(0,1).
La relation (4.3|) définit la suite des polynomes g, ce sont les polynomes de Hermite

(@) = Hy(z) = (—1)"e™ /20" (e7*/?).

Finalement,

<5 (o) B

n=0
1 —y?/2 Hy(z — 1) (N41)
+m/Rdyey/ a2 v

En intégrant n fois par parties, on voit que

—t2/2 an "( —t2/2 —t2/2
f/ O F(t)dt = /a F(t)dt = m/Rf(t)Hn(t)e n

En posant ﬁ; = H,/Vn!, on trouve :

ou (-,-) est le produit scalaire défini par

_ L ot/
(r9) = 7= /R F(Hg(t)e /2t

et ot Ry(f) est un reste explicitement calculable dont on montre qu’il tend vers 0 en
norme 2 pour le produit scalaire considéré. En particulier, on retrouve (en partie) le fait
que les polynémes de Hermite modulo une constante forment une base hilbertienne pour
le produit scalaire considéré.

Référence. Bernard Candelpergher, Théorie des probabilités

4.2 La décomposition de Bruhat et les drapeaux

Pourquoi pas.
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On note T 'ensemble des matrices triangulaires supérieures inversibles sur K™.

Théoréme (Décomposition de Bruhat). Le groupe produit Ts x Ty agit transitivement sur
GL,(K) et un systéme de représentants des orbites est donné par les matrices de permuta-
tion :
GL,(K) = | | T.P,T..
ey,

PREUVE. Il s’agit d’adapter l'algorithme du pivot de Gauss. Prenons A = (a;;)i; €
GL,(K) et procédons comme suit :

(1) La premiere colonne de A n’est pas nulle et 41 est le plus grand indice tel que a;, 1 # 0.
On opere :

e A gauche pour k < iy, Ti1,k(*ak,1/ai1,1) : Ly < Ly — k1 T

a1

a.

e A droite pour k > 1, T p(—a;, k/ai 1) : Ck < Ci —

Cy

i1,k
@i 1

e On dilate D;,(1/a;, 1) : L1 + ——1Ly

a1

La matrice ressemble maintenant & :

0

: *

0

10 0
0

: *

0

(2) La matrice est toujours inversible donc la deuxiéme colonne n’est pas nulle et ig est le
plus grand indice tel que le coefficient (i2,2) n’est pas nul. En procédant comme en (1),
on annule la deuxiéme colonne, la io-éme ligne et le coefficients (i2,2) vaut 1. Bien sir
i9 # 11.

(3) On construit une suite injective i1, ...,i,. Elle est aussi bijective et en notant o la
permutation associée, on a :

TWAT, = P,

ou 1y, T € Ty car les matrices de transvections et de dilations sont dans 7. Finalement,

A=T'PTy" e | | T.P,T..
O’GGn

Il reste & montrer 'unicité d’'une telle décomposition : supposons qu’il existe T, T’ € T} et
des permutations o et o’ telles que TP, = Py/T.,. Multiplier par une matrice de permutation
revient a permuter les lignes/colonneslﬂ et plus précisément, soit j € {1,...,n} :

e Le coefficient (¢/(j),j) de P,.T" = TP, est le coefficient (4, j) de T". 1l est non nul car 7"
est inversible.

e Le coefficient (07(j), j) de TP, est le coefficient (o/(j),0(j)) de T. Il est nul si o’(j) > o(j).

1. La j-éme ligne de P,T est la o(j)-¢me ligne de T et ATTENTION, la k-éme colonne de TP, est la
o~ (k)-eme colonne de T.
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e On a donc montré o'(j) < o(j). Par symétrie, o(j) = o'(j) et 0 = o’.
O

Un drapeau de K™ est une suite croissante de sous-espaces {0} = Fy C ... C F,, = K"
telle que Fj est de dimension k. On note D l’ensemble des drapeaux de K".

Théoréme. Le groupe GL,(K) agit transitivement sur D. De plus, l’action de GL,(K)
sur D x D a n! orbites.

PREUVE. (1) Sid = (Fp,...,F,) est un drapeau et A € GL,(K), alors

définit une action qui est clairement transitive (par le théoréme de la base incomplete, il
existe une base (f1,. .., fn) de K" telle que pour tout k € {1,...,n}, F = Vect(f1,..., fx)
et d est alors dans l'orbite du drapeau canonique).

(2) Puisqu’il n’y a qu’une seule classe, la relation orbite/stabilisateur donne une bijection
entre D et les classes a gauche :

ou 4 est le drapeau canonique formé des sous-espaces Vect(eq,...,ex) avec (e1,...,€y,)
la base canonique de K". Ah oui mais il est facile de voir que Stabgy,, (k)(6) = Ts et
on peut donc identifier (c’est une bijection)

D ~ GL,(K)/T.
(3) On considere 'action de GL,,(K) sur D x D :
A-(d,d)=(A-d,A-d).

Compte-tenu de (2), en identifiant d = X - § avec X € GL,(K)/Ts et d =Y - § avec
Y € GL,(K)/Ts, on obtient une action de GL,(K) sur GL,(K)/Ts x GL,(K)/T;
définie par :
A-(X,Y) = (AX,AY).
(4) Comptons maintenant les orbites de cette derniere action. Soit (X,Y) € (GL,(K)/Ts)?2.
On utilise la décomposition de Bruhat de X 'Y pour écrire :

(X.Y) =X - (I,,TiP,T3) = XTy - (I 1, P, T3) = XT - (I, Fy).

Ainsi : (X,Y) € Orbg Ln(K) (I,, P,). Un systéme de représentants des orbites est donc
donné par les (I, P,) et toutes les orbites sont distinctes par unicité de o dans la

décomposition de Bruhat. Il y a donc n! orbites.
O

Références.

S. Francinou, H. Gianella, S. Nicolas, Orauz X-ENS, Algebre 1

R. Mneimné, F. Testard Introduction auzr groupes de Lie classiques
H2G2, tome 2.
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101 Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

105 Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

150 Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

157 Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

162 Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques.

4.3 Le théoréme de Riesz-Thorin

1l me semble qu’il y a des subtilités pas toujours détaillées dans les livres. En plus, je
ne connais pas d’application simple (mais il y a des applications importantes : cf. Linares,
Ponce, Introduction to Nonlinear Dispersive Equations).

Théoréme (Riesz-Thorin). Soient (X, u) et (Y,v) des espaces mesurés et pg # p1, qo # 1
dans [1,00]. On se donne une application linéaire :

T: LP(X) — LE(Y)

continue pour i € {0,1} avec pour normes respectives My et M. Pour a € (0,1), on
considére p, et q, dans [1,00] tels que :
1 1-a a I 1—-a a

— = +— et — = +—.
p(a) Po P1 q(a) 9 ¢

Alors T est une application linéaire continue de LP((X) — L@ (Y) de norme M, telle
que :
M, < My “M{.

On montre d’abord le théoréme dit des trois droites.

Théoréme (Hadamard). Soit ¢ une fonction holomorphe bornée sur la bande {0 < Rez <
1}. On note pour a € [0,1] :
N(a) = sup|¢(a + in)|
n

Alors
N(a) < N(0)'*N(1).

PREUVE. On suppose que N (0) et N(1) sont non nuls. Soit ¢ = log N(0)/N(1). La fonction
z — ¢(z)e®® bornée dans la bande {0 < Rez < 1} et son module est inférieur & N(0) lorsque
Rez =0 ou Rez = 1. Par le principe du maximum :

|p(a + in)|e™ < N(0)
et le résultat suit de la définition de c. O

PREUVE. (RIESZ-THORIN). Pour p € [1,00] on notera p’ € [1,00] tel que

1
p D
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Prenons p(a) et g(a) comme dans I'énoncé et f € LP(®. Notons que T est bien défini sur
LPo(X)NLPY(Y) — L9(Y)N L9 (Y) donc T : LP@(X) — L@ (Y) est aussi.

On veut majorer la norme M, € R de T : LP@(X) — L@ (Y). Par dualité :

M, = sup [(h, T£)I.
1lle=1. kllza

Soient donc f = |f|e’* € LP(X) et h = |hle’® € LY(Y) de norme 1. On pose pour 0 <
Rez<1:

La fonction :

o(2) = (h, Tf.) = /Y ha(y) T (y)dy

est bien définie et holomorphe sur {0 < Rez < 1} comme un calcul direct le montrerait.
Notons
N(a) = sup |p(2)]

Rez=a
On va majorer N(0) et N(1) : soit z = in, n € R, alors par définition :

Pla) _ @) g o 110 _ 4@

p(z)  po d(z)  q

+ imag..
Ainsi :
FALES mRe (poxp(a)/p(Z)) _ ‘f‘p(a)

de sorte que :

L0z = P10, =1 et [lha), = )50, = 1.

L’inégalité de Holder permet de conclure :
0(2)] < [Pl o I f Nl 220 < M.

Finalement N (0) < Mj et par un raisonnement analogue, N (1) < M. La théoreme résulte
alors du lemme des trois droites de Hadamard appliqué a ¢ :

|é(a)| < N(a) < My~ "M
et comme f, = f et hy = h, on a le résultat. O

TOUT EST FAUX

Référence. P. D. Lax, Functional Analysis
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4.4 Un anneau vraiment passionnant

Théoréme. L’anneau

1+ivV19|
e

Z

1+4v19
SRS

e C, a,bEZ}

est principal mais non euclidien.

Proposition. Soit A un anneau euclidien. Il existe x € A\ A* tel que la restriction a
A*UA{0} de la projection canonique de A sur A/(z) soit surjective.

PREUVE. Si A est un corps, x = 0 convient. Sinon, parmi les éléments de A non nuls et non
inversibles, on choisit x de stathme minimal. Alors, si a € A, on écrit a = xq+1r avec r =0
ouv(r) < wv(x).Sir # 0, alors r est inversible par définition de x. Finalement, modulo (z),
a est égal a 0 ou a un élément inversible. O

1+4v19

Appliquons ce résultat. On va noter a = Z 5

] et @ son conjugué. Remarquons

que :
a+a=1e aa=5

donc « vérifie équation a? — o+ 5 = 0. En tant que sous-anneau de C, Z[a] est integre

et stable par conjugaison puisque @ = 1 — a. On définit pour z € Z[a] ce qu’on appellera
norme :
N(2) = 2Z = a* + ab + 5b* € N.

L’objectif est le calcul des inversibles. Soit z € Z[a]*, alors :
1=N(1)=N(zz"Y) = N(2)N(z™})
donc N(z) =1 (c’est un inversible de N C Z) et on a la relation :
a2+ ab+5b2 =1 ot z=a+bo.

Or, on voit que :
b’ +a’ +ab> b +a® — [ab] > (|b| — |a])* > 0

donc
1 =a®+ ab+ 5b% > 4b°

de sorte que b = 0 et @ = £1. Finalement, Z[a|* = {£1}.

Si cet anneau était euclidien, il existerait x € Z[a] tel que Z[a]/(z) soit un corps a 2 ou
3 éléments. D’ott un homomorphisme :

¢:Zla] — K avec K=F3 ou K=F;

dont la restriction & Z est la projection canonique. Alors 3 = ¢(«) vérifie 52 — 3 +5 =10
dans K. Que ce soit dans F9 ou dans F3, il n’y a pas de solution. C’est absurde.

Proposition. Soient a,b € Z[a] ¢ {0}. 1l existe q,r € Z]a] avec :
(i) r=0 ou N(r) < N(b)
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(i) a =bq+1r ou2a="bq+r.

PREUVE. Soit z = § = ‘;—g € C que l'on écrit x = u + va avec u,v € Q. On note n = |v].
On distingue :

1. Siv ¢n+1/3,n+2/3[, alors, soient s et ¢ les entiers les plus proches de u et v respec-
tivement, on a en posant ¢ = s +ta :

Nz —q) = (s =)+ (s — w)(t — v) + 5(t —v)* <

et on a le résultat voulu en posant r = a — bqg = b(z — q).

2. Dans l'autre cas, on note que 2v €]2n + 2/3,2n + 1 + 1/3[. Ainsi, en posant m = |2v],
on a 2v ¢m +1/3,m + 2/3[ et on est ramené au cas précédent : on a 2a = bg + r avec
N(r) < N(b).

O

On montre maintenant que Z[«] est principal. On commence par voir que 'idéal (2) est
maximal car

Z[o] =~ Z[T]/(T? = T +5)
donc en vertu du théoreme d’isomorphisme :
Z[a]/(2) ~ (Z/2Z)[T]/(T* + T + 1)

et la conclusion puisque 72 + T + 1 est irréductible sur Fs.

Ensuite, on prend I # {0} un idéal de Z[a] et a € I non nul de norme minimale. Si
I = (a) c’est fini, sinon prenons = € I ¢ (a). On écrit la pseudo division euclidienne :

(i) Siz =aqg+r avec N(r) < N(a) on ar =0 et z € (a) c’est absurde.

(ii) Si2x =aq+r avec N(r) < N(a)onar =0 et 2z = aq. Comme (2) est maximal donc
premier, on a a € (2) ou ¢ € (2). Le deuxieme cas est impossible car il entrainerait
x € (a). Donc a = 2a’ et x = a’q € (a’). Mais (2) est maximal et ne contient pas ¢
donc (2, q) = Z[a] de sorte qu’on peut écrire

X+pug=1 \peZal.

On en déduit :
a' = X2d' + pga’ = \a + px

donc @' € I et on a une contradiction car N(a’') < N(2a’) = N(a).

Référence. D. Perrin, Cours d’Algébre

122 Anneaux principaux. Applications. Youhouu
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4.5 Une équation aux dérivées partielles linéaire sans solu-
tion

On wva dire que c’est culturel.
C’est le méme John que dans John-Loewner je crois.

Théoréme (Lewy). Il existe une fonction F(z,y,t) € C°(R?) telle que I’équation :
Lu := Oyu + Ou — 2i(z + iy)Oru = F (4.4)
n‘admette pas de solution C de dérivée Holderienne, sur aucun ouvert Q € R3.

PREUVE. On commence par un lemme :

Lemme. Soit 1(t) € C®(R) a valeurs réelles. Si u est une solution C' de I’équation
Lu = 9/(t) sur un voisinage ouvert Q de l'origine, alors 1) est analytique en 0.

PREUVE. Si u est une telle solution, on note x + iy = z et on pose pour r < R et |t| < R,
ol R est petit :

2m
Vrt) = / u(z,y,t)dz = z/ u(rcos B, rsind, t)re?do
|z|=r 0
Par la formule de Green, on a :

r 2w
V(rt) = 2/ (Opu +i0yu)(z,y, t)de dy =i / / (Opu + i0yu)(pcos b, psinb, t)pdpdf.
|z|<r 0 Jo

De sorte qu’en dérivant :

2
88—‘/ = z/ (Opu + 10yu)(rcos B, rsin b, t)rdf = / (Opu + i0yu)(x, y, t)r@.
r 0 |z|l=r z

2

En posant s = r#, on trouve finalement :

ov 10V . dz
g = 27715 = /lzr(axU"_Zayu)(.’E,y,t)QZ
dz ov
= t)d "t) = =i— i (t).
[ oty [ W0F =i v
De sorte que la fonction U(t, s) = V (s, t) + mi(t) vérifie I’équation de Cauchy-Riemann :
ou U
ot ds

C’est donc une fonction holomorphe sur ouvert {0 < s < R?, |t| < R}, continue sur le
bord s = 0 et telle que U(t,0) = m¢(t) € R. En posant U(t,—s) = —U(t, s), on vient de
construire une fonction holomorphe sur un voisinage de 0. En particulier, U(t,0) = mi)(t)
est analytique. O
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Le méme argument montre que pour tout (zo,yo,t0) € R?, I'existence d'une solution
C! sur un voisinage de (g, yo,to) pour

LU(JI, Y, t) = W(f + 2yox — QxOy)
implique 'analyticité de v en t.
A partir de maintenant, on considere une fonction périodique 1 € C*° qui n’est ana-
lytique nulle part et on note {Q; = (z;,¥;,t;)}jen une famille dénombrable dense dans

R3. Comme 1 est périodique (donc toutes ses dérivées sont majorées), en prenant c; =
277 exp(—|z;| — |y;|), on voit que la série :

F.(z,y,t) = Z ;e (t + 2y — 2z5y)
JEN

définit une fonction C* sur R? pour toute suite (¢;); € £>° avec
o] < M]e].
On va montrer qu’il existe un € € £*° pour lequel le probleme
Lu=F. (4.5)

n’a pas de solution C! de dérivées Holderiennes.

On commence par définir pour j € N :

E; = {{:‘ € (>, le probleme (4.5)) a une solution locale u sur un voisinage de Q); avec u(Q;) = 0}
= U B
neN

ol Ej,, est lensemble des e € £ tels qu'il existe u € C*(B(Qy, n~Y2)) vérifiant :
u(@;) =0
0°u] < n, Ja| =1
¥P,Q € R?, [9%u(P) — 0°u(Q)| < n|P — Q'", |a| =1

Lemme. Les E;, sont des fermés d’intérieur vide.

PREUVE. Soit (¢¥); une suite d’éléments de Ej, qui converge vers ¢ € (. Alors F.x
converge uniformément vers F.. On note (u;) la suite des solutions associées aux ().
Comme ces fonctions et leurs premieres dérivées sont équi-continues, on peut extraire une
sous suite qui converge vers u ainsi que ses premieres dérivées (Ascoli). Cette solution vérifie

Lu = F; et toutes les propriétés voulues. Donc Ej,, est fermé. Montrons par 1'absurde qu’il
est d’intérieur vide : si € est dans 'intérieur de Ej,, alors, en notant :

§=1(0,...,0,1/c;,0,...) € £

la suite
e=c+66

est aussi dans E;,, pour 6 assez petit. Si u et v’ sont les solutions associées & ¢ et €', alors
u’ = (v — u)/0 vérifie :
LW = Fs = w/(tj + 2yja: — ijy)

et le premier lemme contredit la non analyticité de v en ¢;. O

146



4. REBUT

On peut conclure. Par 'absurde, sil existait une solution u € C'(2) au probleme (4.4)
avec une donnée F. sur un ouvert 2 € R, alors par densité et quitte & poser u — u(Q;), il
existe j € N et n € N tels que € € Ej,,. Autrement dit :

£° C U Ej,n-

7,neEN

C’est impossible par le théoreme de Baire puisque £°° est complet et ne peut pas s’écrire
comme une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide. O

Quelques remarques complémentaires.

e Il y a plein de fonctions (périodiques) qui sont de classe C°°(R) mais analytiques nulle
part. En voici deux exemples (resp. [John] et Wikipédia) :

+oo ‘ ‘
flz) = Z W et g(x) = Z e_‘/;]cos(ij).
n=1 JEN

Voir une condition nécéssaire et suffisante d’analyticité dans [John].
e La condition d’Hoélderiennité est artificielle : Hartmann a montré qu’elle était inutile.

e Le défaut d’analyticité est essentiel : en fait, si les données sont analytiques, le théoreme
de Cauchy-Kowaleski assure 'existence d’une solution locale.

Références.
F. John, Partial Differential Equations
G. Folland, Introduction to Partial Differential Equations, Second Edition

205 Espaces complets. Exemples et applications.

215 Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.
222 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.

241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

245 Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
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5 LECON? DEVELOPPEMENTS.

101 Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
e (Quaternions et rotations
e Sous-groupes compacts de GL,(R)

e Réduction de Jordan

102 Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des ra-
cines de I'unité. Applications.

e Polygones réguliers constructibles

e Transformée de Fourier Rapide

103 Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Appli-
cations.

e (lassification des groupes d’ordre 12

e Sous-groupes distingués et noyaux de caracteres

104 Groupes finis. Exemples et applications.
e Structure des groupes abéliens finis

e Classification des groupes d’ordre 12

105 Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
e Cartes
e Bruhat

e Structure des polynoémes symétriques

106 Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-
groupes de GL(E). Applications.

e Cartan-Von Neumann

e Sous-groupes compacts de GL,(R)

107 Représentations et caracteres d’un groupe fini sur un C-espace vecto-
riel. Exemples.

e Structure des groupes abéliens finis

e Sous-groupes distingués et noyaux de caracteres
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108 Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
e Groupes paveurs

e (Quaternions en rotations

e SO3(R) est simple

110 Caracteéres d’un groupe abélien fini et transformée de Fourier discrete.
Applications.

e Transformée de Fourier Rapide

e Structure des groupes abéliens finis

120 Anneaux Z/nZ. Applications.
e Chevalley-Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv

e Théoreme des deux carrés

121 Nombres premiers. Applications.
e Polygones réguliers constructibles
e Chevalley-Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv

e Théoréme des deux carrés

122 Anneaux principaux. Applications.
e Théoreme des deux carrés
e Endomorphismes semi-simples

e [’anneau moche

123 Corps finis. Applications.
e Chevalley-Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv
e Irréductibles de F,

125 Extensions de corps. Exemples et applications.
e Polygones réguliers constructibles
e Lemme d’Artin

e Irréductibles de F,,

126 Exemples d’équations diophantiennes.
RIEN DU TOUT HAHAHA

141 Polyndémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples
et applications.

e Irréductibles de F,
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o Endomorphismes semi-simples

142 Algebre des polynoémes a plusieurs indéterminées. Applications.
e Chevalley-Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv

e Structure des polynémes symétriques

144 Racines d’un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples
et applications

e Chevalley-Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv

e Structure des polyndémes symétriques

150 Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
e Réduction de Jordan

e Sous-groupes compacts de GL,(R)

151 Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension
finie). Rang. Exemples et applications.

e Invariants de similitude
e Cayley-Meger
e Lemme d’Artin

e Polygones réguliers constructibles

152 Déterminant. Exemples et applications.
o Cayley-Meger

e John-Loewner

153 Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un en-
domorphisme en dimension finie. Applications.

e Invariants de similitude
e Décomposition de Dunford-Newton
e Endomorphismes semi-simples

e Réduction de Jordan

154 Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endo-
morphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.

e Invariants de similitude
e Décomposition de Dunford-Newton

e Endomorphismes semi-simples

155 Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

e Décomposition de Dunford-Newton
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o Endomorphismes semi-simples

156 Exponentielle de matrices. Applications.
1. Exponentielle est surjective

2. Cartan-Von Neumann

157 Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
e Réduction de Jordan

e Décomposition de Dunford-Newton

158 Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
e Méthodes de gradient

e O(p,q)

159 Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applica-
tions.

e Krein-Milman

e Invariants de similitude

160 Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de
dimension finie).

e Sous-groupes compacts de GL,,(R)

e John-Loewner

161 Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applica-
tions en dimensions 2 et 3.

e (Quaternions et rotations

e Groupes paveurs

162 Systemes d’équations linéaires; opérations élémentaires, aspects al-
gorithmiques et conséquences théoriques.

e Méthodes de gradient Lemme d’Artin

170 Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Or-
thogonalité, isotropie. Applications.

e O(p,q)

e John-Loewner

171 Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.
e O(p,q)
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e John-Loewner

181 Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité.
Applications.

e Krein-Milman

e Sous-groupes compacts de GL,(R)

182 Applications des nombres complexes a la géométrie.
e Quaternions et rotations

e Polygones réguliers constructibles

183 Utilisation des groupes en géométrie.
e Polygones réguliers constructibles

e QQuaternions et rotations

190 Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
e Cartes
e Irréductibles de F,,

e Couples de nombres premiers entre eux

201 Espaces de fonctions ; exemples et applications.
e Bargmann

e Théoreme de Miintz

e Théoreme de Morgenstern

e Théoreme de Lebesgue et Rademacher

202 Exemples de parties denses et applications.
e Critere de Kitai

e Théoreme de Miintz

203 Utilisation de la notion de compacité.
e Des bases presque orthogonales
e John-Loewner

e Sous-groupes compacts de GL,(R)

204 Connexité. Exemples et applications.
e Exponentielle est surjective

e Théoreme de relevement
205 Espaces complets. Exemples et applications.
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e Critere de Kitai
e Riesz-Fischer

e Théoreme de Morgenstern

207 Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
e Théoreme de relevement
e Prolongement de la fonction ¢

e Théoremes abéliens et taubériens

208 Espaces vectoriels normés, applications linéaire continues. Exemples.
e Des bases presque orthogonales

e Théoreme ergodique de Von Neumann

209 Approximation d’une fonction par des polynémes et des polynomes
trigonométriques. Exemples et applications.

e Equation de la chaleur

e Théoreme de Miintz

213 Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
e Bargmann
e Des bases presque orthogonales

e Théoreme ergodique de Von Neumann

214 Théoreme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples
et applications en analyse et en géométrie.

e Cartan-Von Neumann

e Le pendule de Van Der Pol

e Exponentielle est surjective

215 Applications différentiables définies sur un ouvert de R". Exemples
et applications.

e Cartan-Von Neumann

e Théoreme de Lebesgue et Rademacher

218 Applications des formules de Taylor.
e Probleme et méthode des moments

e Analyse du #-schéma

e Méthode de Laplace

219 Extrema : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applica-
tions.
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e Méthodes de gradient

e John-Loewner

220 Equations différentielles X’ = f (t, X). Exemples d’étude des solutions
en dimension 1 et 2.

e Le pendule de Van Der Pol
e Stabilité et instabilité

221 Equations différentielles linéaires. Systeme d’équations différentielles
linéaires. Exemples et applications.

e Le pendule de Van Der Pol
e Stabilité et instabilité

222 Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires.
) Equation de Schrédinger linéaire
e Analyse du #-schéma

° Equation de la chaleur

223 Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et
applications.

e Processus de Galton-Watson

e Théoremes abéliens et taubériens

224 Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.
e Probleme et méthode des moments
e Méthode de Laplace

226 Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence
Unt+1 = f(u,). Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.

e Critere de Kitai
e Méthodes de gradient

228 Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelles.
Exemples et applications.

e Théoreme de Morgenstern

e Théoreme de Lebesgue et Rademacher

229 Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
e Processus de Galton-Watson

e John-Loewner
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e Théoreme de Lebesgue et Rademacher

230 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou
des sommes partielles des séries numériques. Exemples.

e Couples de nombres premiers entre eux

e Théoremes abéliens et taubériens

233 Méthodes itératives en analyse numérique matricielle.
e Méthodes de gradient

e Analyse du #-schéma

234 Espaces [P, 1 < p < 4o0.
e Riesz-Fischer

e Bargmann

235 Probléemes d’interversion de limites et d’intégrales.
e Prolongement de la fonction ¢
e Théoremes abéliens et taubériens

° Equation de la chaleur

236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales
de fonctions d’une ou plusieurs variables.

e Bargmann

e Inversion de la fonction caractéristique

239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples
et applications.

e Prolongement de la fonction ¢
e Méthode de Laplace

241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
e Prolongement de la fonction ¢

e Une construction du mouvement Brownien

243 Convergence des séries entieres, propriétés de la somme. Exemples
et applications.

e Processus de Galton-Watson
e Théoreme de Morgenstern
e Théoremes abéliens et taubériens

e Bargmann
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245 Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
e Théoreme de Miintz

e Prolongement de la fonction ¢

246 Séries de Fourier. Exemples et applications.
° Equation de la chaleur

e Analyse du #-schéma

250 Transformation de Fourier. Applications.
e Equation de Schridinger linéaire

e Bargmann

253 Utilisation de la notion de convexité en analyse.
e Krein-Milman

e John-Loewner

260 Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.
e Processus de Galton-Watson

e Une construction du mouvement Brownien

261 Fonction caractéristique d’une variable aléatoire. Exemples et appli-
cations.

e Inversion de la fonction caractéristique

e Probléeme et méthode des moments

262 Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples
et applications.

e Cartes

e Probléme et méthode des moments

263 Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.
e Une construction du mouvement Brownien

e Inversion de la fonction caractéristique

264 Variables aléatoire discretes. Exemples et applications.
e Cartes

e Processus de Galton-Watson
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