LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE (FFT).

Dans CV, on considere

< 2i7r)
W= wWN = exp —W

etsi f = (f(0),..., f(N—=1))T € CN, on appelle f € CV sa transformée de Fourier discréte
définie par :

N—1
VEe{0,...,N =1}, f(k)=>_ f(n)w*".
n=0
On appelle Fiy € My(C) la matrice :
1 1 1 ... 1
1 w w? ... Nl
1 w? o W2VED

ce qui permet d’écrire de fagon plus concise :
f=Fnf.

Théoreme. Il existe un algorithme permettant de calculer le vecteur f a partir du vecteur
f en O(N log N) opérations.

PREUVE. Quitte a rajouter quelques zéros, on peut supposer que NN est pair et méme
que c’est une puissance de deux. La grande idée est de réordonner les colonnes de Fl :
d’abord celles d’indice pair et ensuite les autres. Autrement dit, en notant en colonnes
Fy = (eg,...,en—1), on regarde

F]TV = (60, ey EN—2,€15. .., €N_1).

N/2 _

Comme wV =1 et w —1, la matrice Fy; s’écrit :

1 1 1 1 1 1
w2 WwV-2 w w3 WwN-1
1 WwN-2 w{j-l
FYy =
N 1 1 1 -1 -1
1 w2 whN—2 —w —wN-1
1 WwN-2 . —w%_l

Et comme w12\, = wyy2 on peut finalement écrire :

Fyny| B
A
FN_<FN/2 —B>



En plus, en factorisant la ligne k € {1,..., N/2} de B par w*~!, on trouve :

,1).

NP4

B = DFyy avec D =diag(l,...,w

Finalement, avec les vecteurs réordonnés :

f(0) f(0)
o (f Y FN - 2) —( I ) - Fvj2—1)
f < fimpair ' f(l) ot f f2 ‘ f(N/Q)
f(N'— 1) f(N'— 1)
on doit calculer : R
f=Fnf"
ce qui s’écrit pr blocs :
(f1>:<Fm DFy)s )( Fonir >
f2 FN/Q ‘ _DFN/2 fimpair
Cest fini :
fl = FN/prair + DFN/Zfimpair

~
(]
I

Fyy2 foair — DFny2 fimpair-

On voit donc qu'il suffit de calculer deux transformée de Fourier de taille N/2 et il ne
reste plus qu’a compter : si C'(N) est le nombre de multiplications nécessaires au calcul du
vecteur f a partir de f, on voit :

C(N) =2C(N/2) + O(N)
et on en déduit en écrivant N = 27 et C'(N) = C(N)/N :
C(N)=0O(Nlogy N).
O

Une application rapide et élégante de ce résultat est le calcul et ’étude de la stabilité
du #-schéma pour I’équation de la chaleur.
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