
Le processus de Galton-Watson.

Version périmée même pas terminée. En fait c’est mieux dans le livre de J. Walsh,
Knowing the Odds et ENCORE MIEUX chez Grégoire Clarté.

Soient ξni , i, n ≥ 0 des variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans N. On note :

pk = P(ξki = k) et µ = E(ξmi ) ∈ (0,+∞).

On définit :

Z0 = 1 et ∀n ∈ N, Zn+1 =

{
ξn+1
1 + . . .+ ξn+1

Zn
si Zn > 0

0 si Zn = 0

Théorème. Si µ > 1, alors P(Zn > 0, pour tout n) > 0.

Preuve. Pour s ∈ [0, 1], on définit la fonction génératrice :

ϕ(s) =
∑
k≥0

pks
k.

La preuve du théorème (et même un peu plus) découle de l’étude de ϕ et des trois
lemmes suivants :

Lemme 1. Si θm = P(Zm = 0), alors θm =
∑+∞

k=0 pkθ
k
m−1 = ϕ(θm−1).

Preuve (lemme 1).

Lemme 2. La fonction génératrice est C1 sur [0, 1], croissante, convexe et ϕ′(1) = µ.

Preuve (lemme 2). La série entière
∑

k≥0 pks
k a un rayon de convergence égal à

1, on peut donc différentier à l’intérieur du disque ouvert de convergence. Pour tout
0 ≤ s < 1 :

ϕ′(s) =
+∞∑
k=1

kpks
k−1 ≥ 0.

De plus, la série de fonctions
∑

k≥1 kpks
k−1 converge normalement donc uniformément

sur [0, 1] (en norme infinie et parce que µ < +∞). Par un théorème de dérivation
sous l’intégrale, on a la régularité et la croissance de demandée avec en prime ϕ′(1) =
lims↑1 ϕ

′(s) = µ. Pour la convexité, on dérive une deuxième fois pour 0 ≤ s < 1 :

ϕ′′(s) =
+∞∑
k=2

k(k − 1)pks
k−2 ≥ 0.

Dans l’intérieur, c’est gagné et par continuité et croissance, c’est aussi bon aux bords.

Lemme 3. Si µ > 1, il existe un unique ρ < 1 tel que ϕ(ρ) = ρ.
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Preuve (lemme 3). D’abord, ϕ(0) ≥ 0, ϕ(1) = 1 et ϕ′(1) = µ > 1 donc ϕ(1−ε) <
1 − ε pour ε > 0 assez petit (écrire le développement de Taylor). En conséquence,
ϕ − id est continue, positive en 0 et négative en 1 − ε : le théorème de Rolle assure
l’existence d’un point fixe de ϕ dans (0, 1).
Maintenant, si on suppose µ > 1, il existe k > 1 tel que pk > 0 et ϕ′′ > 0 donc ϕ est
strictement convexe dans (0, 1). Donc si ρ < 1 est un point fixe de de ϕ, ϕ(x) < x
pour x ∈ (ρ, 1). D’où l’unicité de ρ.

Lemme 4. Lorsque m ↑ ∞ et en supposant µ > 1, θm ↑ ρ.

Preuve (lemme 4). Comme θ0 = 0, ϕ(ρ) = ρ et ϕ est croissante donc (θm)m est
croissante et θm ≤ ρ. La suite converge vers θ∞ ≤ ρ et donc θ∞ = ρ.

Remarquons que si µ ≤ 1, alors 1 est l’unique point fixe de ϕ et θm → 1.
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