SUR LES GROUPES PAVEURS DU PLAN.

Soit £ un plan affine euclidien de direction E.

Définition (Groupe paveur). On dit qu’un sous-groupe G de Is™(€) est un groupe paveur
(direct) lorsqu’il existe un compact connexe P d’intérieur non vide tel que G vérifie les
axiomes suivants :

o Jap) =c¢.

geG
(ii) g(P)Nh(P) = g=h.

On notera T' C IsT (&) 'ensemble des translations. Soit G un groupe paveur.

Lemme. Soit I' un sous-groupe de E. On suppose que :
(i) T est discret au sens ou pour tout u € ', il existe r > 0 tel que B(u,r)NT = {u}.
(ii) T engendre E en tant qu’espace vectoriel.

Alors T' est un réseau au sens ot il existe une famille R-libre (u,v) € E x E (appelée base
de ') telle que
I'=2Zu® Zv.

De plus, on peut prendre pour base de I' tout couple (u,v) € I' vérifiant :

lul = min 2|, et [o] = min [z].
zeI'\{0} z€\Zu

PREUVE. Puisque I' est discret, on peut choisir w € I' \ {0} tel que ||u|| soit minimal, puis
v € I'\ Ru tel que ||v]| soit minimal. On va montrer que I' C Zu & Zv. Soit w = A+ v €
'\ {0} avec A\, u € [0, 1] (quitte & translater). Si A ou p est nul, cela contredit la minimalité
de u ou v. Si A et p sont non nuls, alors un calcul montre que :

|w|? < (a +b)|[ul|* donc a+b>1.

Mais en refaisant pareil avec w’ = v + v — w on trouve a + b < 1. C’est contradictoire.
Finalement w = 0 et la conclusion suit. O

Théoréme. Il y a a conjugaison prés dans GL(R?) exactement cing groupes paveurs.

PREUVE. Il y a trois étapes.
Etape 1. Etude des translations de G.

On note T(G) Pensemble des translations de G et I'(G) C E le sous-espaces des @ € E
tels que tz € T(G). Il s’agit de montrer que I'(G) est un réseau de E.

e D’abord, I'(G) est discret car si on choisit € > 0 tel que P contienne une boule de rayon
e alors, puisque pour tout g € G\ {id}, g(P)NP =0, on a:

ZeD(G) = || > 2.

et la structure de groupe de I'(G) permet de conclure.



e Supposons que I'(G) = {0} alors G ne contient que des rotations. Si deux rotations
avaient des centres distincts, leur commutateur serait une translation non triviale donc
toutes les rotations ont méme centre et comme P est compact, G(P) aussi et le premier
axiome n’est pas vérifié. Supposons ensuite que I'(G) C Ri. Alors si r € G\ T(G), on
arotyor t =txg € T(G) donc 7(i) est colindaire & @ et 7 est une symétrie centrale.
La composée de deux symétries centrales autour de deux centres distincts A et B est
la translation de vecteur 2AB. Finalement, les centres des symétries sont sur une méme
droite dirigée par u et le premier axiome ne peut pas étre vérifié.

Finalement, I'(G) est discret et contient une base de E donc ¢’est un réseau par le lemme
préliminaire.

Etape 2. Etude des rotations de G.

On note G = {f, f € G} C GL(E). 1l s’agit de montrer que G est isomorphe 2
un groupe cyclique d’ordre 1, 2, 3, 4 ou 6.

Soit g € G. On considere une base (4, ¥) du réseau I'(G). Comme

gotﬁog_l :tg(ﬁ) eG
alors §(4) € Zi 4+ ZV et de méme pour ¥. Ainsi, la matrice de § dans la base (@, ) est
a coefficients entiers. En notant 6 I'angle de la rotation ¢, on trouve : Tr§ = 2cosf € Z,
de sorte que § € {id, —id, R 3, Rr/3, Rar/3}. Puisque la composée de deux telles rotations
distinctes et distinctes de +id n’est pas une rotation listée, on est assuré que G est cyclique
avec un ordre parmi ceux annoncés.

Etape 3. Conclusion.

D’abord, il existe des groupes paveurs dont 'ordre de la partie linéaire est un des cinq
listés : il suffit d’en exhiber. Ensuite :

- Soient n € {1,2} et G1 et Gy deux groupes paveurs de partie linéaire d’ordre n. Ainsi,
pour i € {1,2}, G est engendré par les translations ¢, et t5 et éventuellement la symétrie
centrale s; de centre A; lorsque n = 2. On considére I’application affine f € GA(E) définie
par

— —

f(A1) = Ay et f(uy) = o, f(V1) = o
On a bien G = fG1f 1.

- Soient n € {3,4,6} et G et Gy deux groupes paveurs de partie linéaire d’ordre n. Pour
i € {1,2} on considere r; une rotation de centre A; qui engendre G; et @; € T'(G;)\ {0} de
norme minimale. Soit ¥; = 7;(u;). Alors (i;, ;) est une famille libre et comme ||@;|| = ||%;]]
c’est une base de I'(G;) (lemme préliminaire). On considere la similitude affine f € GA(E)
définie par

— —

f(A1) = Ay et f(ur) = o, f(01) = vo.
On a bien Gy = fG1f~ 1.
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