
Une formule d’inversion de Fourier.

Si µ est une mesure de probabilité sur R on définit ϕ(t) =
∫
eitxµ(dx) sa fonction

caractéristique.

Théorème (Inversion). Si a < b, alors la limite suivante existe et vaut :

lim
T→+∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
ϕ(t)dt = µ(a, b) +

1

2
µ({a, b}).

Preuve. On note :

IT =

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
ϕ(t)dt =

∫ T

−T

∫
e−ita − e−itb

it
eitxµ(dx)dt.

Ensuite, on calcule bêtement :

e−ita − e−itb

it
eitx =

eit(b−a)/2 − e−it(b−a)/2

it
eit(x−(a+b)/2)

= 2
sin
(
t(b−a)

2

)
t

(
cos
(
t(x− (a+ b)/2)

)
+ i sin

(
t(x− (a+ b)/2)

))
=

sin
(
t(x− a)

)
t

−
sin
(
t(x− b)

)
t

+ 2i
sin
(
t(b− a)/2

)
t

sin
(
t(x− (a+ b)/2)

)
Pour tout x ∈ R, c’est la somme de trois fonctions continues en t donc intégrables sur
(−T, T ). Par imparité, l’intégrale de la troisième fonction sur cet ouvert est nulle. Finale-
ment, par le théorème de Fubini (qui est justifié car tout est intégrable) :

IT =

∫ (∫ T

−T

sin
(
t(x− a)

)
t

dt−
∫ T

−T

sin
(
t(x− b)

)
t

dt

)
µ(dx).

On définit R(θ, T ) :=
∫ T
−T sin(θt)/t dt. Un changement de variable donne :

R(θ, T ) = 2

∫ Tθ

0

sinx

x
dx = 2S(Tθ)

avec S(T ) :=
∫ T
0 sinx/x dx. Une rapide étude de signe montre que :

∀θ ∈ R, R(θ, T ) = 2 sgn(θ)S(T |θ|)

Et comme S(T )→ π/2 lorsque T → +∞, on a finalement :

R(x− a, T )−R(x− b, T ) −→
T→+∞


2π si a < x < b
π si x = a ou x = b
0 si x < a ou x > b

Comme |R(θ, T )| ≤ 2 supy S(y) < +∞, on peut appliquer le théorème de convergence
dominée et on obtient :

IT −→
T→+∞

2πµ(a, b) + πµ({a}) + πµ({b}).
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Théorème. Si ϕ est intégrable sur R par rapport à la mesure de Lebesgue, alors µ admet
une densité continue et bornée :

f(y) :=
1

2π

∫
e−ityϕ(t)dt.

Preuve. Puisque ϕ est intégrable, il en est de même de l’intégrande dans le théorème
précédent et on peut écrire :

µ(a, b) +
1

2
µ({a, b}) ≤ 1

2π

∫
R

∣∣∣∣e−ita − e−itbit
ϕ(t)

∣∣∣∣ dt ≤ b− a
2π

∫
R
|ϕ(t)|dt.

Ce qui montre que µ n’a pas d’atome (prendre bn ↓ a) et on peut écrire :

µ(x, x+ h) =
1

2π

∫
e−itx − e−it(x+h)

it
ϕ(t)dt

=
1

2π

∫ (∫ x+h

x
e−itydy

)
ϕ(t)dt

=

∫ x+h

x

(
1

2π

∫
e−ityϕ(t)dt

)
dy

où le théorème de Fubini justifie l’interversion. La continuité et la bornitude de f découlent
du théorème de convergence dominée.

Fait. lim
T→+∞

∫ T

0

sinx

x
dx =

π

2

Preuve. Pour T > 0 :∫ T

0
dx

∫ +∞

0
dy|e−xy sinx| =

∫ T

0

| sinx|
x

dx <∞

donc on peut appliquer le théorème de Fubini :∫ T

0

sinx

x
dx =

∫ +∞

0
dy

∫ T

0
dx e−xy sinx

et ∫ T

0
ex(i−y)dx =

1

1 + y2
(y + i)(1− eT (i−y))

de sorte que : ∫ T

0
e−xy sinx dx =

1

1 + y2
(
1− e−yT (y sinT + cosT )

)
et on conclut en appliquant le théorème de convergence dominée.
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