UNE ESTIMATION DU NOMBRE DE POLYNOMES
IRREDUCTIBLES UNITAIRES DANS F.

Théoréme (Formule d’inversion de Mobius). Soient f : N* — R et g : n € N* —
Ed\n f(d). Alors pour tout n > 1 :

Fo) =3 () g(d) =Y uyg (5)-
dln

dln

PREUVE. On commence par voir que sin =1, 3>, u(d) =1 et si n.=pi"*...pi", alors :

dould) = p()+ > ppi)+-+ppr-p+r)

dn 1<i<r

= 1—<Z>+<g>—...+(—1)T:(1—1)T:0

de sorte que ’on peut calculer :

Soudg (%) = DSudd fd) =Y f(d)
&)

din din dd'|n
= > @)D uld) = f(n)
d'|n e
Et on passe d’une somme & lautre en posant d' = n/d. O

Fort de ce résultat, on va montrer ’estimation suivante.

Théoréme. Pour n € N*, A(n,q) désigne le nombre de polynémes irréductibles unitaires
sur Fy. On note I(n,q) = Card A(n,q). Il existe des polynémes irréductibles de tout degré
sur Fy et
qn
I ~—.
(n,q) ~ =

PREUVE. La premiere partie consiste a étudier les diviseurs des polynomes X" — X.

(1) Si P est un facteur irréductible unitaire de X¢" — X dans Fy, alors notons d son degré.
Comme X7 — X est scindé sur Fn, P est aussi scindé dans Fyn et si € Fyn est
une racine de P, Fy(x) est un corps intermédiaire entre F et Fyn de degré d. Alors, la
théoreme de la base télescopique donne :

[Fgn : Fy(2)][Fy(z) : Fo] = [Fgn : Fg] = n

et on peut déja affirmer que d|n. De plus, comme X9 — X est a racines simples dans
F?" (c’est la définition), ses facteurs irréductibles dans F, sont de multiplicité 1 et on

a .
X" X‘ I1 II »
dln PeA(d,q)

(2) Maintenant, si d|n et P € A(d, q), alors soit F, une cloture algébrique de F,.



e Si x € Iy est une racine de P alors par unicité des corps finis, Fy(x) ~ F 4 donc =
. . d
est aussi une racine de X7 — X.

e Comme d|n un savant bidouillage avec les puissances montre que X ¢ _ X|xT" - X.

e Comme P Est irréductible, il est & racines simples dans Fq, en effet sinon il existerait
a € Iy, tel que X —a|P et X — a|P’. Alors X — a divise P A P’ qui est donc de
degré supérieur ou égal a 1. Mais comme P A P'|P et que ce dernier est irréductible,
P AP = P, cest a dire P/ = 0. Le morphisme de Frobenius dit alors que P est de
la forme P(X) = R(XP) = R(X)?, c’est absurde.
En conclusion, on vient de montrer en mettant tout ensemble que :
I1 II plx"-x
dln PeA(d,q)
Finalement on peut écrire :
x"-x=J I P
dln PeA(d,q)
et la suite n’est que dénombrement : en regardant les degrés, on trouve
¢* = dI(d,q).
dn
La formule d’inversion de Mobius donne :

nl(ng) =Y u(%)d" = In.qg) =
dn

e X ()

dln,d<n

qt+ry
n

Cela montre déja que I(q,n) # 0 pour tout n et en majorant :
]

L 3] [3)+1
ral <> gt =gl < T o)
d=1 q—1 ¢—1

et on en déduit I’équivalent annoncé. O
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