LE FAMEUX ELLIPSOIDE DE JOHN ET LOEWNER

ASSORTI DE QUATRE PREUVES DE LA LOG-CONCAVITE DU DETERMINANT
(LA QUATRIEME VA VOUS ETONNER)

Le théoréeme qui suit, comme tout bon résultat d’analyse convexe, va servir a montrer
I'unicité d’un extremum.

Théoréme. Soient A, B € ,/T(R) et t € [0,1]. Alors :
det(tA+ (1 —t)B) > (det A)!(det B)' .
Avec égalité si et seulement si A = B.
On va donner quatre preuves (plus ou moins détaillées) de ce résultat.
LA PREUVE ALGEBRISTE. On invoque le théoréme de peudo-réduction simultanée et on

éerit :

A='PP et B="PDP ou P¢c O,(R) et D=diag(\,...,\n).

Ensuite, on remplace :
(det A)*(det B)'™ = det P?(det D)'™" et det(tA+ (1 —1t)B) = det P?det(tI, + (1 —t)D).

En prenant le logarithme, on doit montrer :

zn:m(t (-t > (1 —1) En:m .
i=1 =1

Mais comme le logarithme est concave, c’est évident. O
LA PREUVE ASTUCIEUSE. On pose C = B~1A € .7t et on remplace :
det(tA+ (1 —t)B) = det Bdet(tC' + (1 —t)I,) et (det A)*(det B)'~" = det B(det C)"
de sorte qu’il suffit de montrer :
det(tC + (1 — t)I,,) > (det C)*

ou encore :
n

N
H(tcj +1—1¢)> ch
i=1

i=1
ou les ¢; sont les valeurs propres de C. Mais la encore, c’est évident car en prenant le
logarithme, on voit que pour tout ¢ > 0 :

' <te+(1-1t)

avec égalité si et seulement sit =0out=1. O



LA PREUVE PAR LE CALCUL DIFFERENTIEL. On étudie la convexité de la fonction log det
définie sur le convexe .7, *. Une caractérisation usuelle est la suivante :

logdet est convexe < VA, B¢ .7 " f(t)=logdet(tA+ (1 —1t)B) est convexe.

Et il n’y a plus qu’a différentier deux fois cette derniere fonction pour conclure. On trouve :

d’f

S5 =—uw ((VTIV)?) ou Y(t) = B+(A- B).

Maintenant, on écrit que la trace du carré d’une matrice est la somme de ses valeurs propres
au carré et on se débrouille pour justifier que Y'Y a des valeurs propres réelles. O

LA PREUVE PAR LE CALCUL INTEGRAL (BY P. D. LAX). On commence par remarquer que
si H € . (R), alors en diagonalisant H en base othonormée et en effectuant le méme
changement de variable que dans la preuve du théoreme de ’ellipsoide de John et Loewner,

on a : p
/ e~ @ HT) g0 — U .
n vdet H

Il suffit d’appliquer cette jolie formule et 1'inégalité de Holder pour conclure :
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Pour t € (0,1), il y a égalité dans I'inégalité de Holder si et seulement si pour tout € R",
e~ (@A) of e—(@.B7) gont colinéaires. En spécifiant en 2 = 0 on a égalité si et seulement si
A=B. O

Théoréme (John-Loewner). Soit K un compact d’intérieur non vide de R™. Il existe un
unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant K.

PREUVE. Lorsque R™ est muni de sa structure euclidienne usuelle, un ellipsoide (plein)
centré en 0 a une équation du type g(z) < 1 ou ¢ appartient & Q4 l’ensemble des formes
quadratiques définies positives. On note dans ce cas :

& ={z eR", q(z) <1}
Etape 1. Calculons sans compleze le volume d’un ellipsoide et théorisons.

Soit ¢ € Q4 de matrice S € ., qui dans une base orthonormale s’écrit q(z) =
> a;z?. N'ayons pas peur :

Ty ...dxy, Vo
// /al:c%—i—...an:c%<l // /302+ x2<1 \/al Qn \/a’l .- ln




ol Vp désigne le volume de la boule unité en dimension n. Voici une reformulation du
probleme :

Maximiser D(q) :=detS =a;...a, sur le domaine & ={q€ Q, Vx € K, q(z) < 1}.

Avant toute chose et pour traiter ce probleme d’optimisation, il faut une norme sur @ O &/
I’espace des formes quadratiques. On pose :

N(q) = sup |q(z)|.
) <1

Etape 2. De Doptimisation.

11 s’agit essentiellement de montrer que &7 est un compact non vide et on pourra conclure
par continuité de D.

e o/ est non vide. Soit M > 0 tel que K C B(0,M). Alors, on pose :

[Edl

Ve e R", q(z) = e

et on a bien ¢ € &7

e o/ est fermé. Adoptons un point de vue séquentiel : soit &7 3 ¢, — ¢ pour la topologie
de la norme N. Alors :

Ve € R", |gn(z) — q(2)] < N(qg— ¢)||z|| = Yz € R" lim ¢,(x) = q(x).

n—-+0o0o

e o/ est borné. Soient a € K et r > 0 tel que B(a,r) C K. Maintenant, pour ¢ € </ on
a pour tout x € R" tel que ||z| < r:

V(@) = /(gla+x —a) < Vala+ ) + Va(—a) = VVala+ ) + V/q(a) < 2.

Et par homogénéité, si [|z| <1 :

(@) = 4(2) = ~54(r0) < 5.

La fonction D est continue sur le compact < donc atteint son maximum en ¢g qui est
définie positive.

E’tape 3. Ne pas oublier l'unicité.

Pour 'unicité, on va montrer que 2 est convexe et utiliser la log-concavité du déterminant.
Allons-y : soient ¢,q' € 7 et t € (0,1). Pour tout x € R™ :

0<(tq+(1—-t)¢)(z)<t+(1—-t)=1.

donc tg+(1—t)q’ € o . Maintenant, s’il existait ¢ € <7 distincte de o telle que D(q) = D(qo),
on écrirait :

D <;(q + qo)> = det (;(S + 5’0)) > (det $)'/?(det(Sp))"/? > det Sy = D(qo)

et ce serait bien sur contradictoire avec la maximalité de D(qp). O



Une remarque complémentaire.

Il existe au moins une application de ce résultat. Remarquons d’abord qu’il se généralise
sans mal a un espace euclidien E quelconque quitte a le munir d’une structure qui le rend
isomorphe a R’ pour un certain n. Lorsqu’on a vu cela, on est prét a montrer sans utiliser
le théoreme de pont fixe de Kakutani qu'un sous groupe compact de GL(FE) est toujours
contenu dans le groupe des isométries d’une certaine forme quadratique (d’apres M. Ales-
sandri).

Le livre dédié aux Equations aux Dérivées Partielles de F. John est trés bien.
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