
Des noyaux itérés à la réduction de Jordan des

endomorphismes nilpotents en passant par les

tableaux de Young.

On note Nn(C) l’ensemble des matrices nilpotentes de Mn(C). Le but est l’étude de
l’action par conjugaison de GLn(C) sur Nn(C).

Soit A ∈ Nn(C) d’indice de nilpotence m ≤ n. On note Ki = KerAi les noyaux
embôıtés :

{0} = K0 ( K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = Cn.

Pour tout entier i, on pose :

ki = dim KerAi et λi = ki − ki−1.

Notons que (ki)i et (λi)i sont constants sur chaque orbite de nilpotence. C’est la réciproque
qui est intéressante.

Proposition. La suite des dimensions d’essouffle au sens où :

∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, 0 ≤ λi+1 ≤ λi.

De plus, (ki)i est strictement croissante avant de devenir stationnaire au rang m.

Preuve. Soit i ∈ {1, . . . , n − 1}, la première inégalité est triviale puisque Ki ⊂ Ki+1. Et
comme AKi+1 ⊂ Ki, on peut composer les morphismes :

ν : Ki+1 → Ki, X 7→ AX et πi : Ki → Ki/Ki−1, Y 7→ Y .

On a :
Ker(π ◦ ν) = ν−1

(
π−1
i ({0})

)
= ν−1(Ki−1) = Ki

et on peut passer au quotient pour en déduire une injection Ki+1/Ki ↪→ Ki/Ki−1.

Enfin si KerAj = KerAj+1 alors si k ≥ j+1 et x ∈ KerAk alors Ak−j−1x ∈ KerAj+1 =
KerAj donc x ∈ KerAk−1 et on conclut facilement que KerAj = KerAk.

Remarquons que
∑n

j=1 λj = n est une partition de l’entier n que l’on représente sous
la forme d’un tableau de Young que l’on note Y (A) et que l’on aurait pu tout aussi bien
noter Y (O) où O est l’orbite de A. Remplissons le :

(1) Soit Gm un supplémentaire de Km−1 dans Km = Cn :

Km−1 ⊕Gm = Km et dimGm = λm.

On décide que (v1m, . . . , v
λm
m ) est une base de Gm.

(2) On remarque que (Av1m, . . . , Av
λm
m ) est une famille libre qui engendre un sous-espace

qui intersecte Km−2 trivialement puisque :

Am−2Avkm = Am−1vkm 6= 0.

1



(3) On a le droit de compléter :

(Av1m, . . . , Av
λm
m , . . . , vλm+1

m−1 , . . . , v
λm−1

m−1 ) est une base de Gm−1

avec
Km−2 ⊕Gm−1 = Km−1.

(4) Par récurrence descendante, on construit comme cela des supplémentaires Gr de Kr−1

dans Kr.

On stocke tout cela dans le tableau de Young :

v1m v2m . . . vλmm

Av1m Av2m . . . Avλmm vλm+1
m−1 . . . v

λm−1

m−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

An−rv1m An−rv2m . . . An−rvλmm An−r−1v
λm+1
m−1 . . . An−r−1v

λm−1
m−1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Am−1v1m Am−1v2m . . . Am−1vλmm Am−2vλm+1
m−1 . . . Am−2v

λm−1
m−1 . . . . . . vλ11

On vient de construire une base de Cn et si on lit le tableau de bas en haut et de gauche
à droite, on voit que la matrice de A dans cette base est de la forme : J1 0

. . .

0 Jr


où les Jk sont des blocs de Jordan. On peut aussi compter le nombre de blocs de Jordan :
c’est le nombre de colonnes de même taille. Plus précisément, si k ∈ {1, . . . ,m}, il y a
exactement λk − λk+1 blocs de Jordan de taille k.

Théorème (Jordan). Le classe de similitude d’une matrice nilpotente est caractérisée par
son diagramme de Young. Autrement dit, si A et B sont deux matrices nilpotentes, alors

OA = OB ⇐⇒ Y (A) = Y (B).
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Preuve. Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque, on vient de montrer que les
matrices A et B était semblables à la même réduite de Jordan.
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