SUR LA DIFFERENTIABILITE PRESQUE PARTOUT DES
FONCTIONS A VARIATION BORNEE ET DES FONCTIONS
LIPSCHITZIENNES.

1l y a deux développements ici.

Le cas unidimensionnel des fonctions a variation bornée.

Théoréme (Lebesgue). Une fonction a variation bornée est presque partout différentiable
(au sens de la mesure de Lebesque ).

PREUVE. Soit f : [a,b] — R & variation bornée. On note D I’ensemble au plus dénombrable
de ses points de discontinuité. On notera :

f(x) = limsup M et liminf M

et on définit les ensembles :
A ={z €]a,b\D, fF(z)=+oc}, A” ={z €la,b\D, f~(z) = —o0}

et
B = {z €]a,b[\D, f*(z)> f(x)}.

Etape 1. Un lemme de recouvrement de Vitali.

Lemme (Vitali). Soient (I, =]z, — ry, Tn + n[)1<n<n N intervalle de R. Il existe une
partie J C {1,..., N} telle que les (I;)jey soient deuz & deux disjoints et :

N
U I, C U}‘TJ — 37"]‘, T+ 37"j[.
n=1 jeJ

En particulier :

N
1t (U In> <3 u(ly).

i=1 jeJ
PREUVE. On ordonne les rayons par ordre décroissant : 71 > 19 > ... > ry. On commence
par considérer J; C {1,..., N} maximal telle que les (I;);e.s, ne s’intersectent pas et soient
de rayon 1. Ensuite, soit Jo C {1,..., N} maximal tel que les (I;);c s, soient de rayon
ro et que les (1)U, ne s’intersectent pas. On définit de la méme facon Ji, Jo, ..., Jj et
on pose J = Jy U...Jg. Cette partie convient puisque si B(z/,r') N B(z,r) # 0 entraine
B(z',r") C B(z,3r) donc toute boule éliminée est incluse dans une boule B(zj,3r;) pour
un certain j € J. O



On utilisera le corollaire suivant : pour toute famille (I,),cx d’intervalles ouverts de
Ja,b[, on peut d’abord extraire un recouvrement dénombrable (I, )nen (séparabilitélﬂ de
R) puis en appliquant le lemme de Vitali & la famille (I, )o<n<n telle que

()=

on peut afﬁrmerﬂ Pexistence d’une partie finie F telle que les (I;)zcp sont deux a deux

disjoints et
1
(i) 2 L (U zx> |

zeF zeX

Etape 2. At et A~ sont de mesure nulle.

Par absurde, si u(A™) > 0 alors, pour tout # € A et tout K > 0, il existe un intervalle
I, =]ag, by[ contenant x tel que

f(bz) = flaz) > K(by — az)

(on trouve a, ou b, et on utilise la continuité de f en = pour trouver 'autre). L’étape 1
donne alors I'existence d’une partie finie F' telle que

= S0~ Fla)) = 3 (L) > p(AT)

zeF z€eF

ce qui contredit le fait que f est a variation bornée puisque K est arbitraire.
Etape 3. On suppose par l'absurde que pu(B) > 0.
Pour (o, f) € Q% x Q, on définit :
Cop={z€B, ffx)>B+a et f(z)<B—a}

et puisque par densité de Q : B = |J C, g, il existe par additivité dénombrable de la mesure
un ensemble C, g de mesure strictement positive. Quitte a retrancher x — Sz a f, on peut
supposer 5 = 0.

On va nier la rectifiabilité du graphe de f : prenons F' une partie finie de [a, b] contenant
a et b. On note ar la fonction affine par morceau interpolant f aux points de F. Pour tout
x € Cop \ F, on choisit I, =|ag, by[ contenu dans ]a, b[, contenant z tel que I, N F =0 et :

f(by) — flaz) < —a(by —ay) si ap est croissante sur I,
f(by) — flaz) > a(by —a;)  sinon.

1. Dans un contexte plus général, il s’agit d’un théoreme de Lindel6f que ’on peut trouver dans Analyse
fondamentale de S. Dolecki. Voici I'idée adaptée au contexte présent : on considére {B(an,1/k)}nk =:
{Um}menN ol a, est une suite dense dans R. On note N = {neN, JzeX, U,ClL,} Sine€ N, on note
xn € X tel que U, C I, et on voit que U I, convient.

neN
2. Il est raisonnable d’admettre ¢ga en lemme préliminaire avant de développer la preuve.




Par I’étape 1, il existe une partie finie £ C Cq 0 \ F telle que les (I;),cr soient deux & deux

disjoints et vérifient
C
S ur) > HC0)
zeE
On pose G = EUF.

Etape 4. La longueur des graphes des fonctions affines par morceau.

On notera f(ag) et ¢(ar) la longueur des graphes respectifs de ap et ag. Un dessin
intelligent montre que :

Uag) > Uap) + (V1+a2 = 1) u(l) > lap) + Mwm_ 1)

6
zel

ce qui contredit la rectifiabilité du graphe de f, F' étant arbitraire.

~

o (e )

" t(ar) = AD < AC+ CD < AC + BD < AC — AB + £(ag)

AB> (b, + a,)V1+ o™, B (ar) < (1— Va2 +1)(by — az) + £(ag)

F1GURE 1: Un dessin intelligent. ”Autour de I,”.

Le cas multidimensionnel des fonctions lipschitziennes.

Théoréme (Rademacher). Toute fonction f : R™ — R™ lipschitzienne est différentiable
presque partout (au sens de la mesure de Lebesgue).

PREUVE. On se ramene sans peine a des fonctions f : R” — R et on admet le cas n =1
qui releve du paragraphe précédent puisque les fonctions lipschitziennes sont a variation



bornée. On notera C' une constante de Lipschitz de f. En particulier on sait que V f(z)
existe pour presque tout € R™ et si e € S* 1, la dérivée directionnelle

Lu(e) — 1y L 10) = 1 (@)

t—0 t

existe pour presque tout z € R™. Ces fonctions sont mesurables et dans L.

Etape 1. Ly(e) = (V(z),e) au sens faible.

Soit ¢ € C°(R™). D’une part, comme < C, le théoreme de conver-

fz +te) — f(x)
t

gence dominée assure :

/ (“t?_f @) o D) — | Lo(e)p(x)dr.
R" R"

D’autre part, on a aussi toujours par convergence dominée :

M@(x)dag _ / o(x —te) — w(w)f(x)dx — — [ (Vo(),e) f(z)da.

Maintenant, en écrivant e = xj1e; + ...xpe,, on développe le gradient et on utilise une
derniere fois le théoreme de convergence dominée pour justifier :

/H(Vgo(x), e)f(z)dr = Z% lim pla +te:) = (p(x)f(x)dac

t—0 t

= sz lim —tei) - f(x)go(x)da: =— / n<Vf(x), e)p(x)dx

t—0 t

de sorte que :
Vo CE®Y), [ (Lale) ~ (VH(a)e)pla)dz =0

Etape 2. Pour presque tout x € R, Ly(e) = (V(x),e).

En creux, il s’agit de prouver l'injection L*(R") C L. (R") < D'(R"™). Soit donc

h e Ll (R") tel que

loc

Vi € C(RM), / h(e)p(w)dr =0

On montre que h = 0 presque partout sur toute boule B(0,r), r > 0. On pose g = h1p2r)
et on considere p. une suite régularisante telle que Supp p. C B(0,7:). On sait alors que
pe * g — g dans L'(R™). Soit € B(0,7), on a :

pe * g(x) = /er) pe(z —y)g(y)dy = /|x e pe(z — y)h(y)dy = / pe(z —y)h(y)dy

n

car |z —y| < r. = |y| < |y — x| + |z| < 2r pour € assez petit. Comme y — pc(z — y) est
C™ a support compact, on a par hypothese :

pe * g(x) = 0.



En faisant tendre € vers 0, on obtient g = 0 presque partout dans B(0,r) et la conclusion.
Etape 3. Dérivées directionnelles et différentiabilité.

On note A I'ensemble des points ou V f(z) existe. Pour conclure quant a la différentiabilité
de f, il suffit de montrer que la convergence :

f(x+te)_f($) N <Vf(a:),e>

t t—0

qui est vraie & e € S*! fixé pour presque tout x € A est vraie uniformément en e.

Soit (e;);>1 une suite dense de S"~1. Par additivité dénombrable de la mesure,

flz+te;) — f(z) — (Vf(a:)76i>}‘

t t—0

B:{QZEA, Vi > 1,

vérifie u(R™\ B) = 0. Soit x € B, on définit pour t € R

flw+te) — fla)
t

e S i—

Toutes ces fonctions sont C-lipschitziennes. Soit € > 0. Par compacité de la sphére unité, il

existe i1,...,1n5 tels que :
N

s | J Blei,.e/2C)
k=1

ot C = C + |V f(z)||. On découpe :

[¢(e) = (Vf(z),e)] < |pile) — deleq)| + [u(es,) — (Vf(z), ei)| + [(V (), ei, — )
S CHe_eikH +‘¢t(eik)_ (Vf(x),ezkﬂ
< g/24¢/2=¢
pour ¢ assez grand, dépendant seulement des e;,,...,e;, qui sont en nombre fini. Ce qui
conclut. O



Appendice : sur les fonctions a variation bornée.

Définition. Une fonction f : [a,b] — R est dite a variation bornée lorsqu’elle vérifie I'une
des trois conditions équivalentes suivantes :

(1) La variation totale de f définie par :

n—1
Vap(f) = sup {Z If(ziv1) — flx))], a <1 <20 < ... <) < b}

est finie.

(1) Le graphe de f est rectifiable au sens ou si F' est une partie finie de [a, b] contenant a
et b et si ap désigne la fonction affine par morceaux ar interpolant f aux points de
F,
sup/(ap) < 0o
F
ou /(ar) est la longueur du graphe de ap.

(7i7) f est la différence de deux fonctions croissantes.

PREUVE. L’équivalence (i) < (ii) est immédiate[’| en considérant la norme 1 dans R2.
L’implication (7i7) = (i) est aussi claire puisqu'une fonction croissante est a variation
bornée. Pour la réciproque, il suffit de voir que & — V, ,(f) et © — Vo .(f) — f(x) sont
croissantes. U

La condition (#47) donne immédiatement : une fonction & variation bornée est continue
sauf peut étre sur un ensemble au plus dénombrable et une fonction a variation bornée est
réglée.

CONTRE-EXEMPLE. La fonction f : [0,1] — R définie par

F(z) = 2 cos Cﬁ) S 220 et f(0)=0

est continue mais pas a variation bornée. Pour le voir, il suffit de considérer la subdivision :

10 < L < ! < <1<1<].
on nt (n—Lmx 7 " 2r w7
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3. Oupas: L(ar) = [(@it1—zi, f(@it1) = f(@))ll2 = D0 [(@ir1 =24, f(@ig1) = f(@i) |1 = b—a+ Ve (f).



