UNE REPONSE PROBABILISTE PARTIELLE AU PROBLEME
DES MOMENTS DE HAMBURGER.
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Théoréme. Soit (o) une suite de réels telle que la série entiére Z k—l:rk ait un rayon
k>0

de convergence strictement positif. Alors il existe au plus une mesure de probabilité p sur

R dont les moments sont les «y, :

VkeN, o = /:L"kd,u(m).

PREUVE. Supposons l'existence d’une telle mesure p et notons ¢ sa fonction caractéristique.
La fonction caractéristique a au moins deux vertus : elle caractérise la loi et les moments
sont donnés par ses dérivées en 0. La preuve repose sur ces deux idées : on va montrer que
sous la condition énoncée, la fonction caractéristique de u est analytique, ainsi le théoreme
de prolongement analytique montrera que deux mesures ayant les mémes moments auront
la méme fonction caractéristique, celles-ci coincidant autour de zéro.

Etape 1. Précisons le développement de Taylor de .

Pour z € R, t,h € R la formule de Taylor avec reste intégral pour s — €% entre 0 et
h donne :
n . h
. , (iz)™ (h—s)" . ;
ez(tJrh):L‘ — it (Z i + i — (Zx)nezsxds
m=0
Ce qui en intégrant sur x € R selon p donne :
npm hi(p — g)n )
et +h) Z mem = [ [ e aua
' R JO n!
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En prenant les modules de chaque coté, on trouve finalement :
n
hm |h’”+1
t+h) =y —oM@)| < ——— 1

ou on a noté :

VbeN, = [ laldu(o).
Etape 2. Quid des 3, ¢

La majoration (?7) montre que ¢ est analytique en ¢ € R pour peu que l'on trouve
r > 0 tel que

V|h| <1, L | By 0.

n—-+oo

Bien str, on va utiliser l'existence de 0 < s < 1 tel que a;,s"/n! — 0. On remarque d’abord
que B2y = ai, de sorte que seul les termes avec un indice impair sont a controler. On a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité arithmético—géométrique :

Bon+1 < y/aopaonta < <a2n + agpi2)



Ainsi il suffit de prendre 7 > 0 tel que (2n + 2)r2"+! < s2"+2 pour tout n € N pour avoir :

r2n+1

(2n + 1)!B2n+1 njoo 0.

E’tape 3. Un prolongement analytique et c’est fini.
Supposons que v soit une mesure de probabilité sur R admettant les a;p pour moments.
Alors, on vient de montrer que les fonctions caractéristiques de p et de v coincident sur

Pouvert B(0,r) donc partout puisqu’elle sont analytiqueslﬂ Finalement, y = v.

Remarquons pour terminer qu’on a utilisé que les moments d’ordre pair.

Les moments caractérisent parfois la loi.

e La loi normale N(0,1) est caractérisée par ses moments :

et

e La loi log-normale n’est pas caractérisée par ses moments. Elle est définie par la densité :
folz) = 2m) V22 exp(—(log )% /2), = > 0.
Et pour —1 < a <1, la densité :

fa(@) = fo(z)(1 + asin(27 log z))

a les mémes moments que fy. Pour le voir, on va montrer que
+oo
Vr € N, / z" fo(z) sin(2m log x)dz = 0.
0

11 suffit d’écrire le changement de variable x = exp(s + ) :

+o00
(2m)~1/2 /_ exp(rs + %) exp(—(s + r)?/2) sin(27 (s + 7))ds
= (27) "2 exp(r?/2) /+OO exp(—s2/2) sin(27s)ds = 0

—00
par imparité de la derniere intégrande.

e En fait, les mesures caractérisées par leurs moments sont celles qui décroissent vite a
l'infini (voir < tension de mesures >et théoreme de Prokhorov dans l’annexe). On peut
déja voir que si le support de la mesure est contenu dans dans un segment [—M, M], en
approchant F' uniformément par des polynomes, le résultat est vrai. (7)

1. C’est hyper simple de I’écrire ici parce que le » > 0 ne dépend pas du t : on peut arguer que R est
archimédien...



La méthode des moments.

Pour montrer qu’une suite de variables aléatoires a valeurs réelles convergent en loi on
peut utiliser le critere suivant quand on sait que la limite est caractérisée par ses moments :

Théoréme (Méthode des moments). Soit X une variable aléatoire réelle caractérisée par
ses moments et (Xy), une suite de variables aléatoires telles que

VreN, E(X!) — E(X").

n—-+00o
Alors X,, = X.

PREUVE. On note classiquement p, la loi de X,, et pu la loi de X. Alors comme la suite
(E(X%))n converge, elle est majorée, disons par K > 0 et l'inégalité de Markov montre

que :
K
P(X,| 2 2) <

de sorte que la suite (), est tendue. Pour montrer qu’elle converge, il suffit donc de mon-
trer qu’elle a une unique valeur d’adhérence. Supposons donc que p,, = v et considérons
Y une variable aléatoire réelle de loi v. Il s’agit d’'un probleme d’uniforme intégrabilité :
pour tout r > 0 on a comme tout a I’heure pour un certain K > 0 :

K > /XffdP > a/ | X,|"dP
| Xn|">a

de sorte que la suite (X} ), est uniformément intégrable et comme elle converge en loi vers
Y (facile a voir avec la caractérisation par l'intégrale sur une fonction continue bornée) le
théoréeme de Vitali (mais s’appelle-t-il bien Vitali?) montre que

E(X") - E(Y7).

Ainsi X et Y ont les mémes moments et ont donc la méme loi : v = p O



Quelques remarques complémentaires.

e La condition que I'on donne n’est pas vraiment optimale. Une condition légerement plus
forte est connue sous le nom de condition de Carleman (peut étre qu’on peut raffiner la

preuve pour la retrouver) :
—+o00

1
Z T2k — 1o
k=1 Qo)
Cela étant, on peut montrer que cette condition est suffisante mais pas nécéssaire. Il
existe aussi des conditions nécessaires mais pas suffisantes.

e En fait, le probléeme des moments n’est pas inhérent aux probabilités. Dans le cas général
(pour une mesure de Borel), une condition nécéssaire et suffisante est donnée par ’analyse
fonctionnelle (voir [Lax, Functional Analysis)) :

> nikénds > 0

n,k

pour toute famille finie de de réels (&,)o<n<n. Il semblerait que des applications existent
en physique quantique.

o [l existe d’autres problemes de moments et en particulier le probleme de Stieltjes lorsqu’on
se restreint & des mesures dont le support est contenu dans [0, 400). Il y a des liens entre
les différents problemes.

e P. Billingsley donne de jolies applications de la méthode des moments, pour prouver le
théoreme central limite ou en théorie des nombres notamment.

e Quand la mesure p est a densité, il y a plus simple pour vérifier 'analyticité de ¢ : c’est
le théoréme de Paley et Wiener (coucou cher jury).



Annexe : Sur la converge en loi.

Théoréme (Skorohod). Si F,, converge en loi vers F, alors il existe des variables aléatoires
Y, Y, associées aux fonctions de répartition respectives F et F,, telles que Y, — Y presque
strement.

PREUVE. On considere 2 = (0,1), F les boréliens de 2 et P la mesure de Lebesgue sur €.
On définit :

Yo(z) = suply, Fu(y) <z} et Y(z)=sup{y, F(y) <z}

Ces variables aléatoires Y,Y,, admettent F' et F, pour fonctions de répartition respectives
(c’est presque une tautologie mais il faudrait y réfléchir). Pour conclure, on se convainc
que :

liminf Y, (z) > Y(z) et limsupY,(z) <Y(x).

n—+00 n—+00

O

Théoréme (Helly). De toute suite de fonctions de répartition (F),),, on peut extraire une
sous-suite qui converge simplement vers une fonction F, continue a droite et croissante,
en tout point de continuité de F. La limite F n’est pas nécessairement une fonction de
répartition.

PREUVE. L’argument principal est la séparabilité de R couplé a une extraction diagonale.
Plus précisément, puisque Q est dénombrable, par le théoreme de Bolzano-Weierstrass et
un argument d’extraction diagonale, il existe une extractrice n(k) telle que :

VgeQ, Fywle) — G(q)

k——+o0

ol G est une fonction définie a priori sur Q. On pose :

F(z) :=inf{G(q), ¢ € Q, ¢ > z}.

La fonction F ainsi définie et continue a droite et croissante. Pour terminer, soit z un point
de continuité de F', on considere des rationnels 1 < ro < s tels que

F(z)—e < F(r)<F(rg) <F(zx) < F(s) < F(x) +¢.
Pour k assez grand, on vérifie alors :

F($) —e< Fn(k) (7‘2) < Fn(k) (x) < Fn(k)(s) < F(x) +e.

Théoréme (Prokhorov). Si les mesures p, associées auz F,, vérifient la condition

Ve >0, 3M. >0, limsup (1 — pn([—M:, M.])) <e (2)

n—-+0o

alors toute limite simple en tout point de continuité d’une sous-suite de (F)), est une
fonction de répartition. Remarquons aussi que :

pn([—Me, M,]) = F, (M) — F(—M,).

Cela montre que de toute suite de mesure tendue on peut extraire une sous-suite convergente
(pour la convergence en loi).



PREUVE. Supposons (??) et considérons une sous-suite (F,(;))x qui converge simplement
vers une fonction F' continue & droite et croissante en tout point de continuité de F. Pour
que F' soit une fonction de répartition, il suffit de montrer que p(R) = 1. Il suffit de voir
que pour r < —M, et s > M, des points de continuité de F' :

1-— F(S) + F(’l“) = khm 1-— Fn(k)(s) + Fn(k)(r)
—+00
< limsupl — F, (M) + F(M) < e
k—+o00
et donc pour tout € > 0, limsup,_,, 1 — F(z) + F(—z) <e. O

Corollaire. Soit (un)n, une suite tendue de mesures de probabilité sur R qui admet une
unique valeur d’adhérence. Alors la suite converge vers cette valeur d’adhérence.

Théoréme (Vitali). Si X,, = X et siles (Xy)n sont uniformément intégrables au sens ot

a—+00 g

lim sup/ | X |dP =0
| Xn|>a

alors

E(X,) — E(X).

PREUVE. Par le théoreme de Skorohod, on peut considérer X, = X presque stirement et
il suffit de considérer

X = Xalig <o ot X9 =X15,

n

pour conclure en utilisant notamment le théoreme de convergence dominéelﬂ O
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2. le théoreme de Vitali en est une généralisation, il dit en fait un peu plus que ca



