LLE THEOREME DE MORGENSTERN SUR LES FONCTIONS
LISSES ANALYTIQUES NULLE PART.

C’est le méme John que dans John-Loewner je crois.

Théoréme (Morgenstern). Il existe un G5 dense de fonctions de C*°([0, 1], R) analytiques
nulle part pour la topologie de la distance :

Vf,g € C¥([0,1,R), d(f.g) = > min{27", ||(f — )" |loc}

neN
qui fait de C*°([0,1],R) un espace métrique complet.
PREUVE. Pour a € [0,1]NQ et n € N, on définit :
T(a,n) = {f € C®([0,1],R), Vk € N, |f®)(a)| < k!n*}

et on montre que c’est un fermé d’intérieur vide.

e Soit (fx)r une suite de fonctions de T'(a,n) qui converge vers f pour la topologie de d.
En particulier, pour tout ¢+ € N :
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ce qui entraine la convergence simple de toutes les dérivées en a, de sorte que :
VieN, [fOa)| <iln® et feT(a,n).
e Soient f € T(a,n) et € > 0. Pour A > 0 et b > Om=, on définit :
fap(x) = Acos(b(x — a)).

On va montrer que pour des valeurs intelligentes de A et b, la fonction
€
(@) = (@) + S fap(a)

est & distance < € de f mais n’appartient pas a T'(a,n). D’abord, on remarque que pour
tout k € N : . )
2
1 oo = A6 et 2 (a) = (—1)F Ap?.
Puis on choisit :

k€ N tel que Z 27" < et b>2 tel que eb® > 4(2k)!In** ot A=0b"F

1>k

€
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De sorte que :
Skt
i—k —i
d(s, f) < 522 +Z2 <e
=0 i>k

et

€ €, _
£ () — s@0) (q)| = gyfb(%?b(aﬂ = Sb7F 0™ > 2(2k)

ce qui prouve que s ¢ T'(a,n) puisque | f?*)(a)| < (2k)!n?*. Donc T'(a,n) est d’intérieur
vide.



Maintenant, le théoreme de Baire affirme que :
U U T(a,n)
a€l0,1]NQ neN*

est d’intérieur vide. Son complémentaire est donc un G5 dense et les fonctions qu’il contient
ne sont analytiques nulle part. En effet, si f est analytique quelque part, disons en a €]0, 1],
alors f est analytique dans un voisinage de a donc par densité de Q dans R on peut déja
supposer sans peine que a €]0,1[NQ. De plus le critere d'Hadamard impose :

swp £ (110 @I/i) "} < o

de sorte que f € T'(a,n) pour n assez grand. O
ExeEMPLE. La fonction :
i’f cos(nlz)
f@)=) — %
|
n=1 (n)n
est C*°(R), 2w-périodique mais analytique nulle part.

e f n’est pas analytique en x = 0, car pour k € N :

FER ) =D ()" > (k)

n>0

En particulier,

(1Fe O/ 2r) " = (2£Qk ~e (2%’“1, S o,

/
e Comme pour tout n,m € Z avec m # 0, on a :

n i cos(k!x)
x»—>f<m+27r%)— :Z BT
k=0

est analytique sur R et en particulier en x = 0, f n’est analytique en aucun point de la
forme x = 27n/m. Par densité de Q dans R, f n’est analytique nulle part.
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