
Le théorème de Morgenstern sur les fonctions

lisses analytiques nulle part.

C’est le même John que dans John-Loewner je crois.

Théorème (Morgenstern). Il existe un Gδ dense de fonctions de C∞([0, 1],R) analytiques
nulle part pour la topologie de la distance :

∀f, g ∈ C∞([0, 1],R), d(f, g) =
∑
n∈N

min{2−n, ‖(f − g)(n)‖∞}

qui fait de C∞([0, 1],R) un espace métrique complet.

Preuve. Pour a ∈ [0, 1] ∩Q et n ∈ N, on définit :

T (a, n) = {f ∈ C∞([0, 1],R), ∀k ∈ N, |f (k)(a)| ≤ k!nk}

et on montre que c’est un fermé d’intérieur vide.

• Soit (fk)k une suite de fonctions de T (a, n) qui converge vers f pour la topologie de d.
En particulier, pour tout i ∈ N :

‖f (i)k − f
(i)‖∞ −→

k→+∞
0

ce qui entrâıne la convergence simple de toutes les dérivées en a, de sorte que :

∀i ∈ N, |f (i)(a)| ≤ i!ni et f ∈ T (a, n).

• Soient f ∈ T (a, n) et ε > 0. Pour A > 0 et b > 0m=, on définit :

fA,b(x) = A cos(b(x− a)).

On va montrer que pour des valeurs intelligentes de A et b, la fonction

s(x) = f(x) +
ε

2
fA,b(x)

est à distance < ε de f mais n’appartient pas à T (a, n). D’abord, on remarque que pour
tout k ∈ N :

‖f (k)A,b‖∞ = Abk et f
(2k)
A,b (a) = (−1)kAb2k.

Puis on choisit :

k ∈ N tel que
∑
i≥k

2−i ≤ ε

2
et b > 2 tel que εbk ≥ 4(2k)!n2k et A = b−k.

De sorte que :

d(s, f) ≤ ε

2

k−1∑
i=0

2i−k +
∑
i≥k

2−i < ε

et
|f (2k)(a)− s(2k)(a)| = ε

2
|f (2k)
b−k,b

(a)| = ε

2
b−kb2k > 2(2k)!n2k

ce qui prouve que s /∈ T (a, n) puisque |f (2k)(a)| < (2k)!n2k. Donc T (a, n) est d’intérieur
vide.
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Maintenant, le théorème de Baire affirme que :⋃
a∈[0,1]∩Q

⋃
n∈N∗

T (a, n)

est d’intérieur vide. Son complémentaire est donc un Gδ dense et les fonctions qu’il contient
ne sont analytiques nulle part. En effet, si f est analytique quelque part, disons en a ∈]0, 1[,
alors f est analytique dans un voisinage de a donc par densité de Q dans R on peut déjà
supposer sans peine que a ∈]0, 1[∩Q. De plus le critère d’Hadamard impose :

sup
k∈N∗

{(
|f (k)(a)|/k!

)1/k}
< +∞

de sorte que f ∈ T (a, n) pour n assez grand.

Exemple. La fonction :

f(x) =
+∞∑
n=1

cos(n!x)

(n!)n

est C∞(R), 2π-périodique mais analytique nulle part.

• f n’est pas analytique en x = 0, car pour k ∈ N :

|f (2k)(0)| =
∑
n≥0

(n!)2k−n ≥ (k!)k

En particulier, (
|f (2k)(0)|/(2k)!

)1/2k
≥

√
k!

(2k)!1/2k
∼ c

√
k!

(2k)3/2
→ +∞.

• Comme pour tout n,m ∈ Z avec m 6= 0, on a :

x 7→ f
(
x+ 2π

n

m

)
− f(x) =

m∑
k=0

cos(k!x)

k!k

est analytique sur R et en particulier en x = 0, f n’est analytique en aucun point de la
forme x = 2πn/m. Par densité de Q dans R, f n’est analytique nulle part.
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