A PROPOS DU GROUPE O(p, q).

Soient deux entiers p, ¢ dont la somme vaut n. O(p, q) C GL,(R) désigne le groupe des
isométries de la forme quadratique standard sur R™ de signature (p,q) :

O(p,q) ={M € GLp4(R), MI,(M*=1p,}

I 0
he=(800,)

Théoreme. Il existe un homéomorphisme :

ou I, ;, désigne la matrice :

O(p,q) = O(p) x O(q) x R™.

PREUVE. La preuve peut étre vue comme une application de la décomposition polaire sur
GL,(R).

Etape 1. O(p,q) est stable par transposition et la décomposition polaire y est interne.

Soit M € O(p, q). Puisqu’une matrice commute avec son inverse, on a :
"MIpgM = Ipg <= ("M, )(MIy ) = I <= (MIp4)("M1,4) = I, <= MI,;'M = I,

donc *M € O(p, q). Ecrivons maintenant M = OS ott O € O(n) et S € .+ (R). 1l s'agit
de montrer que O et S sont dans O(p, q). On va montrer que S 'est, ce qui est suffisant.
Par le théoreme spectral et 1'unicité de la racine carrée, on peut écrire :

S = Pdiag(v/AL, ...,/ A) P!

oit P € GL,(R) et les \; > 0. En outre, comme S? =M M € O(p,q), il est facile de voir
que :
S2Ip7q = Ip,qs—2 == L(Sz)Ip,q = Ip,qL(S_Q)

pour tout polynome L € R[X]. En particulier, si L est le polynéme interpolateur de
Lagrange vérifiant :

Vie{l,...,n}, L) =V et L) = (VA)

ona S =L(S?) et S~ = L(S72) et la conclusion suit.

Conclusion provisoire. Comme la décomposition polaire induit un homéomorphisme de
GL,(R) dans O(n) x ., (R), on en déduit par restriction que

O(p,q) = (O(p.q) N O(n)) x (O(p,q) N, (R)). (1)
Etape 2. Etude de Uintersection O(p,q) N O(n).

Soit M € O(p,q) N O(n). Puisque I, (M = M1, ,, les sous-espaces propres de I, , sont
stables par M qui s’écrit alors par blocs sous la forme :

(M, 0
= (0w )



Et comme ‘MM = I,,, on trouve que M, € O(p) et M, € O(q). D’ott I'homéomorphisme :
O(p,q) N O(n) = O(p) x O(q)- (2)

Etape 3. Etude de Uintersection O(p,q) N7+ (R).

Introduisons I’ensemble
U(p,q) = {N e M,(R), NI, ,+ I, 4N = 0}.
On va montrer que exp réalise un homéomorphismdﬂ :
exp : U(p,q) N F(R) — O(p,q) N7 T (R). (3)

e D’abord exp : /,(R) — 7, T(R) est continue et injective car si exp(A) = exp(4’), en
écrivant :

A = Pdiag(\1,...,A\) Pt = exp(A) = Pdiag(eM, ..., )Pt e .7 T (R)

on obtient en considérant le polynéme interpolateur de Lagrange L tel que L(e) = )\
pour tout i € {1,...,n}:

L{exp(A")) = Liexp(A)) = A

et comme A’ commute avec L(exp(A’)), on vient de prouver que A et A’ commutent. Ces
deux matrices sont donc co-diagonalisables : il existe Py inversible telle que :

A = Pydiag(Ar, ..., A\) Pyt et A’ = Pydiag(N,..., )Pyt

En passant & lexponentielle, on trouve que pour tout i € {1,...,n}, e¥ = e, d’ou
Ai=Net A=A

o Si N e U(p,q) NZn(R), alors exp(N) € O(p, q) car
I,oN = —-NI,, = I,,exp(N) = exp(—N)I, , = "exp(N)I, ,exp(N) = I,,,.

e Enfin, si M € O(p,q) N .Z,T(R) on peut écrire pour une certaine matrice P € O(n) et

certains \; > 0 :
M = Pdiag(\, ..., \) P71

Alors la matrice
N = Pdiag(ln\q,...,In\,) P!

est bien définie, appartient a .7, (R), dépend contintiment de M et vérifie exp(N) = M.
Il reste a voir que N € U(p,q). Une fois encore, comme :

M1, q = Ip,qM_l = L(M)I, = Ip,qL(M_l)

pour tout polynéme L € R[X], il suffit de trouver L tel que N = L(M) et —N = L(M~1).
Le polynoéme d’interpolation de Lagrange vérifiant :

Vie{l,...,n}, L(\)=In)\ et LA\ ') = —In)\

convient.

!On montre en fait incidemment que exp : .%»(R) — . T(R) est un homéomorphisme.



Finalement, un calcul par blocs montre que

A B A
U:<tB C)E“(p’qmyn(R):>Ufp,q+lp,qU:2( 0 )

Et donc
uwns®={( 5 7). BeMum]

D’ott ’homéomorphisme :
Up,q) N Fn(R) =R (4)

Conclusion. Le théoreme découle de , , et . ]
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