DES BASES PRESQUE ORTHOGONALES ET DES
OPERATEURS COMPACTS.

Théoréme (Paley, Wiener, Birkhoff, Rota, Nagy, Lax). Soit H un espace de Hilbert muni
d’une base orthonormée {x,}. Soit {y,} une famille d’éléments de H < proches >des {x,}
au sens ou :

D llzn — ynll® < +oo.

Si aucun y; n’est dans l'adhérence du sous-espace engendré par les autres y,, alors {yn}
est une famille totale. En particulier, si les y, sont orthonormés, alors {y,} est une base
hilbertienne.

PREUVE. On va commencer par le résultat de base sur les opérateurs compacts.

Théoreme. Soit C' : X — X un opérateur compact d’un espace de Banach. On note
T=1-C.
(i) Si (Cy)n est une suite d’opérateurs compacts qui converge en norme d’opérateur vers
un opérateur C. Alors C est compact.

(ii) Im(T') est fermée.
(iii) (Fredholm) Si T est injectif alors T est surjectif.
PREUVE. (i) Soit ¢ > 0 et n € N tel que ||C), — C|| < e. Puisque 'image de la boule

unité par C), peut étre recouverte par un nombre fini de boules de rayon ¢, I'image de
la boule unité par C peut étre recouverte par un nombre fini de boules de rayons 2e¢.

(13) Soit (yr)x une suite de points de ImT" qui converge vers y € X :
im yr =y, yp =Ty
k——4o0

On note di = dist(zy, KerT') et on montre que la suite des (dy)x est bornée. Pour
cela, on considére une suite (z)r de points de Ker T telle que |wg| := |z — 2| < 2dk.
Clairement,

T’U)k = Tl'k - Tzk = Yk-

Si la suite (dg)r n’était pas bornée, alors uy = wy/dy vérifie |ug| < 2 et Tuy =
yr/dr — 0 puisque (yg)x est bornée. Par définition de T compacité de C' et continuité
de T on a quitte & extraire :

up — Cup =Tup, -0 = up — u € KerT.

C’est contradictoire avec |ux — u| > 1 qui découle de la définition de uy. Donc (dy)g
est bornée, toute comme (wy,). Mais alors, on peut extraire une sous-suite de (Cwy,)g
convergente et quitte a extraire :

wy — Cwp =y >y = wi — w.

Par continuité de 7', on a :
w—Cw="Tw=y.



(747) On suppose que T" est injectif et on considere la suite :
Xo:=X et YneN, X, :=TX,=T""X cC X,.

On veut montrer que X; = X donc on suppose le contraire. Par injectivité de T, les
inclusions sont strictes. De plus comme :

™=(I-0)" =I+é <Z>(—1)’“c’f

le premier point montre que 'image de T est fermée pour tout n € N. Ainsi par le
lemme super important ci-dessous, pour tout k € N, il existe x; € X}, tel que :

—_

lzp] =1 et dist(xg, Xgy1) > 3

Alors, sim < n :
Cxy — Cayy = 2y — (T + 2 — Ty) € Ty + X1

et |Cxp, — Cxy| > 1/2. Cest contradictoire avec la compacité de C' car alors (Czyp,)y,
ne contient aucune sous-suite convergente.

O]

On peut maintenant prouver le théoreme a proprement parler. Prenons u € H et
écrivons :

U= Zanxm an = (Tp,u).
On définit ensuite I'application linéaire B : H — H définit par :

N
Bu = Z an(Yn — Tp) + Z AnTpy = NgToo AnYn =: Z AnYn.-
n=0

Il n’y a pas de probleme de définition puisque :

/ /
S lanlllgn — zall < (lanl?) " (3 hyn — al?) < Clul < +oc.

On vient méme de montrer que B — I est une application linéaire continue. On prétend que
B — I est un opérateur compact. En effet, on peut écrire B — I comme la limite (en norme
d’opérateur) des opérateurs :

N
Gy :ur— Gyu:= Zan(yn — )

n=0

qui sont compacts puisque leur image est de dimension finie. Comme B = I + (B — I), il
suffit de montrer que B est injectif pour conclure que B est surjectif. C’est évident car

Bu=0 = Zanyn:() = VYneN, a,=0 t.e u=0

par I’hypothese d’indépendance des v,,. ]



Lemme (Super important). Soit V' un espace vectoriel normé et W C V' un sous-espace
vectoriel strict fermé de V. Alors il existe v € V tel que ||v]| =1 et d(v,W) > 1/2.

PREUVE. On choisit y € V\ W et w € W tel que ||y — w|| < 2d(y, W). On vérifie que
y—w

= —~——— convient. O]
|y — wll

(VN
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