
Le théorème de Riesz-Fischer sur la

complétude des espaces Lp.

Théorème (Riesz-Fischer). Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞

Preuve. On traite d’abord le cas p = ∞. Soit (fn) une suite de Cauchy dans L∞. Pour
tout k ∈ N∗, il existe Nk ∈ N tel que

∀m,n ≥ Nk, ‖fm − fn‖L∞ ≤
1

k
.

C’est à dire qu’il existe Ek négligeable tel que

∀x ∈ Ω \ Ek, ∀m,n ≥ Nk, |fm(x)− fn(x)| ≤ 1

k
.

Soit E = ∪kEk qui est négligeable. Pour tout x ∈ Ω \ E, (fn(x)) est une suite de Cauchy
dans R. Il existe donc f(x) tel que fn(x)→ f(x). En passant à la limite m→ +∞ dans la
précédente inégalité, on obtient :

∀x ∈ Ω \ E, ∀n ≥ Nk, |f(x)− fn(x)| ≤ 1

k
.

Donc f ∈ L∞ et ‖f − fn‖L∞ ≤ 1/k pour tout n ≥ Nk. Par conséquent ‖f − fn‖L∞ → 0 ce
qui conclut le premier cas.

Supposons maintenant que 1 ≤ p < ∞. Soit (fn) une suite de Cauchy dans Lp. Pour
conclure il suffit de montrer qu’une sous-suite extraite converge dans Lp. On extrait une
sous-suite (fnk

) telle que :

∀k ≥ 1, ‖fnk+1
− fnk

‖Lp ≤ 1

2k
.

On va montrer que la suite (fnk
) converge dans Lp. On pose :

gm(x) =
m∑
k=1

|fnk+1
(x)− fnk

(x)|

de sorte que
‖gm‖Lp ≤ 1.

Le théorème de convergence monotone assure la convergence presque partout de (gm)m vers
g ∈ Lp. D’autre part : pour k ≥ j ≥ 2 :

|fnk
(x)− fnj (x)| ≤ |fnk

(x)− fnk−1
(x)|+ . . . + |fnj+1(x)− fnj (x)| ≤ g(x)− gj−1(x).

Il en résulte que presque partout, (fnk
(x)) est une suite de Cauchy et converge vers une

limite notée f(x). Presque partout, on a :

|f(x)− fnk
(x)| ≤ g(x)

donc f ∈ Lp. Enfin, on a |fnk
(x)−f(x)| → 0 presque partout et |fnk

(x)−f(x)|p ≤ |g(x)|p ∈
L1 donc par le théorème de convergence dominée, on a bien :

‖fnk
− f‖Lp → 0.
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Proposition. Soient (fn) une suite de Lp et f ∈ Lp telle que ‖fn − f‖Lp → 0 avec
1 ≤ p ≤ ∞. Alors il existe une sous-suite de (fn) qui converge presque partout vers f et qui
est uniformément majorée par une fonction de Lp.

Preuve. Le résultat est évident pour p = ∞. Supposons donc que 1 ≤ p < ∞. Comme
la suite est de Cauchy, on peut extraire une sous-suite (fnk

) comme tout à l’heure. suivant
la démonstration précédente, cette sous-suite converge presque partout vers une fonction f̃
avec presque partout :

∀k ∈ N∗, |f̃(x)− fnk
(x)| ≤ g(x).

Donc f̃ ∈ Lp et comme tout à l’heure fnk
→ f̃ . Par unicité de la limite, on a f̃ = f presque

partout.
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