LE THEOREME DE RIESZ-FISCHER SUR LA
COMPLETUDE DES ESPACES LP”.

Théoréme (Riesz-Fischer). LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < 0o

PREUVE. On traite d’abord le cas p = oo. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L. Pour
tout £ € N*, il existe N € N tel que

vmunsza ||fm_fn||L°° S

e

C’est a dire qu’il existe E}, négligeable tel que
1
Ve € Q\ Ex, Vm,n > Ni, |fm(x) — fu(x)] < T

Soit E' = UgE) qui est négligeable. Pour tout x € Q\ E, (f,(x)) est une suite de Cauchy
dans R. 1l existe donc f(x) tel que f,,(z) — f(x). En passant a la limite m — 400 dans la
précédente inégalité, on obtient :

1
Ve e Q\ E, VYn > Ng, |f(x) — fa(z)| < T
Donc f € L® et ||f — fullze < 1/k pour tout n > Nj. Par conséquent ||f — fu| |z — 0 ce
qui conclut le premier cas.

Supposons maintenant que 1 < p < oo. Soit (f,) une suite de Cauchy dans LP. Pour
conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans LP. On extrait une
sous-suite (fy, ) telle que :

1
Vk > 1, ”fnk+1 - fnkHL” < 27

On va montrer que la suite (f,, ) converge dans LP. On pose :

gm(x) = Z ’fnk+1($) - f”k(‘r)’
k=1
de sorte que
lgmllzr < 1.

Le théoreme de convergence monotone assure la convergence presque partout de (g, )m vers
g € LP. D’autre part : pour k > 5 > 2 :

i () = Jny (@) < fongo (2) = Sy (@) A+ o A [y (2) = finy ()| < () = g ().

Il en résulte que presque partout, (f,,(x)) est une suite de Cauchy et converge vers une
limite notée f(z). Presque partout, on a :

[f (@) = fuy, (2)] < g(2)

donc f € LP. Enfin, on a |f,, (x) — f(x)| — 0 presque partout et |f,, (x)— f(x)|P < |g(z)P €
L' donc par le théoreme de convergence dominée, on a bien :

[ fri = flle = 0.



Proposition. Soient (f,) une suite de LP et f € LP telle que ||fn — fllLr — 0 avec
1 < p < oo. Alors il existe une sous-suite de (f,) qui converge presque partout vers f et qui
est uniformément majorée par une fonction de LP.

PREUVE. Le résultat est évident pour p = oco. Supposons donc que 1 < p < co. Comme
la suite est de Cauchy, on peut extraire une sous-suite (fp, ) comme tout a I’heure. suivant
la démonstration précédente, cette sous-suite converge presque partout vers une fonction f
avec presque partout :

vk e N*, [ f(x) = fu(2)] < g(a).

Donc f € LP et comme tout a I’heure f,, — f . Par unicité de la limite, on a f = f presque
partout. n
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