LE THEOREME DE RIESZ-THORIN.

1l me semble qu’il y a des subtilités pas toujours détaillées dans les livres. En plus,
je ne connais pas d’application simple (mais il y a des applications importantes : cf.
Linares, Ponce, Introduction to Nonlinear Dispersive Equations).

Théoréme (Riesz-Thorin). Soient (X, pu) et (Y,v) des espaces mesurés et py # pi,
qo # ¢1 dans [1,00]. On se donne une application linéaire :

T LP(X) — L%(Y)

continue pour i € {0,1} avec pour normes respectives My et M. Pour a € (0,1), on
consideére p, et q, dans [1,00] tels que :

1 l1—a a 1 l1—a a
= + = +

= = et — = -

p(a) Do D1 q(a) o ¢

Alors T est une application linéaire continue de LP(X) — L19(Y) de norme M,

telle que :
M, < My~ *M{.

On montre d’abord le théoréme dit des trois droites.

Théoréeme (Hadamard). Soit ¢ une fonction holomorphe bornée sur la bande {0 <
Re z < 1}. On note pour a € [0,1] :

N(a) := sup|¢(a + in)|

n

Alors
N(a) < N(0)'*N(1)“.

PREUVE. On suppose que N(0) et N(1) sont non nuls. Soit ¢ = log N(0)/N(1). La
fonction z — ¢(z)e” bornée dans la bande {0 < Rez < 1} et son module est inférieur
a N(0) lorsque Rez = 0 ou Re z = 1. Par le principe du maximum :

|¢(a + in)e” < N(0)
et le résultat suit de la définition de c. O

PREUVE. (RIESZ-THORIN). Pour p € [1,00] on notera p’ € [1, o0] tel que

Prenons p(a) et ¢(a) comme dans I'énoncé et f € LP(®). Notons que T est bien défini
sur LP(X) N LPY(Y) — Le(Y)N L2 (Y) done T : LP@(X) — LY9(Y) I'est aussi.



On veut majorer la norme M, € R, de T': LP(X) — L@ (Y). Par dualité :

My= — sup  [(h,Tf)].

IfllLp=1, RllLa=1

Soient donc f = |f|e’* € LP(X) et h = |hle?’ € LY (Y) de norme 1. On pose pour
0<Rez<1:
f, = |f|P(a)/p(Z)eia et h, = |h|q’(a)/q’(a)€iﬁ.

La fonction :

w@::meﬁ»:K}h@ynn@My

est bien définie et holomorphe sur {0 < Re z < 1} comme un calcul direct le montre-
rait. Notons

N(a) = sup |¢(z)].

Rez=a

On va majorer N(0) et N(1) : soit z = in, n € R, alors par définition :

)
pla) _pla) | imag. et 7a) _qla) imag..

p(z) 1o ¢(z) 4@

Ainsi :
FAE mRe (poXp(a)/p(Z)) _ |f‘p(a)

de sorte que :

I£l = 1750, =1 et [Ihal|, = A28, =1.

L’inégalité de Holder permet de conclure :
|¢(Z)| < ||hz||Lq6||szHLq0 < M.

Finalement N(0) < Mj et par un raisonnement analogue, N(1) < M. La théoreme
résulte alors du lemme des trois droites de Hadamard appliqué a ¢ :

[é(a)| < N(a) < My~* M}
et comme f, = f et h, = h, on a le résultat. O]

TOUT EST FAUX
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