A PROPOS DE L'EQUATION DE SCHRODINGER LINEAIRE.

1l faut un peu adapter pour pouvoir présenter ce développement : je pense qu’une bonne
solution est de tout montrer sauf l'unicité au sens faible et d’éventuellement rajouter la
transformée de Fourier de la gaussienne. Le détail de l'unicité pour les solutions faibles
est probablement dangereux a présenter. A noter que PLEIN de lecons d’analyse peuvent
contenir ce développement au moins en exemple : 201, 202, 205, 207, 208, 213, 222, 23/,
235, 239, 241, 250. ..

On cherche a résoudre le probléme suivant :
{ i0yu(t, ) + Au(t,z) =0 dans D'(R x R%) )

u(0,-) =up € H¥(R?), seR
On va d’abord s’intéresser aux solutions tempérées de .

Théoréme 1 (Solutions tempérées). Pour tout ug € .7 (R?), il existe une unique solution
de appartenant o C*°(R,.7(R%)).

PREUVE. Soit u une telle solution. Alors en prenant la transformée de Fourier selon x de

(S)), on trouwﬂ :
Ot = 1Au(t, €) = —dim?|€|?a(t, €).

C’est une équation différentielle linéaire en ¢t avec un parameétre £. Son unique solution
s’écrit :

. 4 2it|€]2 o~

at, &) = e 4 HETG().

On en déduit I'unique solution tempérée de en prenant la transformée de Fourier inverse
dans .(R%). Et il n’y a pas de probleme pour dériver indéfiniment en ¢ puisque tout est
dans .7 (R4). O

Il convient de remarquer que l'on peut écrire cette solution :
u(t, z) = ePug(x)
ol on a défini pour ¢ € R, 'opérateur :
et ZRY) — S (RY
fo— eitAf — ]_-—1(6—47r2it|§\2]/0>'
Lemme 2. Listons quelques propriétés importantes :

tA

o L’opérateur e"= se prolonge de maniére unique en une isométrie de Hs(Rd) :

Vf e H'RY), (e fllus = ||flln: (1)

o Pour tout ty,ts € R, elltitt2)A — gitidgita A

e Pour tout f € H*(RY), > f € CO(R, H?)

'La régularité est import/agte : le théoreme de convergence dominée permet de montrer que si u €
C>=(R,(R), alors t — u(t) est aussi dans C°°(R,.#(R%)), ce qui justifie la notation @(t,€). Mais
ca ne suffirait pas de supposer que pour tout t € R, u(t) € .#(R?%) (voir un contre-exemple & la fin du
développement sur I’équation de la chaleur).




PREUVE. @ Comme .7 (R?) est dense dans H*(R?), il suffit de vérifier pour tout
f € .Z(R%) pour conclure grace au théoréme de prolongement des applications linéaires
continues. Par définition de la norme H* :

. e 2esel2 .
||eztAf||HS — He 4m2it|€| (1 + |§’2)8/2fHL2(Rd) = ||f||H9
e La propriété de semi-groupe se lit dans la définition pour f € .7(R%) et demeure vraie
dans H?® par densité et continuité.

e Vérifions la continuité en t = 0 : pour tout g € H*(R%),

HeitAg _ ng%IS _ / (1+ ‘€’2)5}(6—47T2’L.t‘§|2 _ 1)@(6)}261{ — 0
Rd

par convergence dominée.

O]

Théoréme 3. Pour tout ug € H*(R?), le probléme est bien posé dans CO(R, H®) C D'(R x
RY) : u=e"Puy € COR, H?) est l'unique solution de (I).

PREUVE. Existence. Avant toute chose, il faut préciser le sens que 'on donne & la
distribution u = e®*®ugy (c’est a dire au sens de I'injection CO(R, H*) — D'(R x RY)) .
Pour tout ¢ € D(R x R?), on définit :

(use) = [ (utt,), o0, )

et on vérifie que c’est bien une distribution : supposons que ¢ soit a support dans K; x K.

()] < / ) ez () et < [ 1 / o) dt.
Rd K
Et on voit que :

le@ -+ < el SCE) Y- 10800700 may-
laf<[]s|]+1

Montrons maintenant que u est solution de au sens des distributions. Considérons une
suite (ufl), d’éléments de .7 (R?) qui converge vers ug dans H*(R?) et posons u" = ¢4
Alors pour tout ¢ € D(R x R?) :

ug.
[(u" = u, )| < |luf = wollzr= - C Y 105l oo ety = O
|s|+1
donc u™ — u au sens des distributions. Pareil pour leurs dérivées a tout ordre et donc :
iOu(t,x) + Au(t,z) =0 dans D'(R x R%).
Et par continuité de e®® par rapport & t, on a bien siir u € C°(R, H®) et u(0) = uy.

Unicité. Pour une équation homogene linéaire, il suffit de montrer que la solution nulle
est I'unique solution lorsque ug = 0. Soit donc u une solution de (??) avec up = 0. L’idée



générale pour montrer I'unicité de la solution des probléemes linéaires est de se ramener a
montrer I'existence pour le probleme dual inhomogene. Plus précisément il s’agit d’écrire :

(Ou —iAu, p)prp =0 <= (u,0ip +iAp)p p = 0.

Dans C°(R, H®) cela équivaut  :

[ (e, @+ i09)0,9),, e =0 2
Et on veut montrer :
VI € R, u(T,-) =0 dans H*(R?) i.e VI € R, Vhe.Z(RY), (u(T,-),h)=0.

De deux choses I'une : d’abord, on remarque que .7 (R x R%) ¢ C®(R;.7(R?) et ensuite
on sait résoudre le probleme dual :

0o +iAp = 0 dans (R x R%)
oT,) = hes(RY)

il suffit de prendre ¢(t, ) = e **=T)Ah. La conclusion suit alors directement de I'identité
IPP-like :

T
VI >0, /O <u(t7 ')a (at%@ + iA(P) (ta ')>y/7y/ dt = <u(T7 ')> SO(T> ')>5”,5ﬂ

laquelle résulteE| d’un jeu de découpages-collages.

Etape 1. On montre que pour tous t, < to et tout ¢ € D(R x R%):
to
/ <u(tv ')7 8t§0(t7 ) + iA(,O(L )>d < (t2 t2 > <U tl (t1)>'
t1

Prenons pour tout n suffisamment grand, x, € D(R) dont le support est contenu dans
[t1,t2] et valant 1 sur [t + 1/n,ty — 1/n]. Alors appliqué a x, ¢ s’écrit :

0=[2@®A@+memGMﬁ

1

<u Xal@r+ i) (Ot + [ (ult) X O0p(0))t = I} + 13

t1

La quantité |I7'| est majorée indépendamment de n par les mémes calculs que précédemment
et par le théoreme de convergence dominée :

JE— /t C(ut), (@ + i) (p(t)) V.

n—-+oo

Quant a I3, on écrit :

ti+1/n to
B[ O e [ e

t1 271/’”‘

2Pour B. Perthame dans Transport Equations in Biology page 153, c’est évident mais j’ai pas compris
pourquoi.



et pour la premiere intégrale :

t1+1/n t1+1/n
[ ooy = [ ((ule)el) = (ulenpt)) defutt). ofm))

1 t1

—0

Idem pour la seconde intégrale. Le résultat annoncé s’ensuit. Tout cela est vrai parce que
Xnip(t) converge vers ¢(t) dans .%(R%)

Etape 2. Le résultat tient toujours lorsque o € C™(R,.7 (R%)).

Il suffit d’appliquer 1'étape 1 a x1(t)x2(ex)e(t,xz) ot x1 € D(R) vaut 1 sur [t,t2] et
X2 € D(R?) vaut 1 en 0. Le théoréme de convergence dominée permet de conclure.

Quelques remarques complémentaires

e On dispose d’une formule explicite pour calculer e#® f lorsque f € L*(R%) :

itA elll?/4t
("2 f)(z) = W*f (z)

ce que l'on peut voir en calculant la transformée de Fourier d’une gaussienne de parametre
complexe. La distribution :

|2
ez|x| /4t

m sit>0 et E(O, ) =de H*d/27€
WA

E(t,z) =
vérifie E(t) = e et est appelée solution fondamentale puisqu’on obtient toutes les
autres solutions en fonction de cette solution.

e De I'intérét de chercher un solution dans H® : pour s = 1, H' est I'espace d’énergie. Et
comme § € H%27¢ ¢’est comme ¢a qu’on justifie la définition de la solution fondamentale.

e C’est une EDP dispersive qui ne rentre pas dans la classification standard des EDP
linéaires d’ordre 2.

e On n’a pas utilisé la forme de €2 : c’est une méthode assez générale pour les problemes
du type P(0;, d;)u = 0. En particulier, on peut faire pareil pour 1’équation de la chaleur,

des ondes.

e Lorsque I’équation n’est plus homogene, on dispose de la formule de Duhamel :

t
u(t) = e Pug — z/ AR (5)ds.
0
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