STABILITE ET INSTABILITE EN PREMIERE
APPROXIMATION POUR LES EQUATION DIFFERENTIELLES
AUTONOMES.

Un lemme d’algebre linéaire

Fait. Soient A un endomorphisme de R en ¢ > 0. Il existe une base dans laquelle la
matrice (du complexifié) de A soit triangulaire supérieure avec tous les termes surdiagonauz
de module inférieur a €.

PREUVE. On considére une base (e;) de trigonalisation de A et on pose f; = a'~le;. Le
résultat suit pour « suffisamment petit. O

Lemme. Soit u un endomorphisme de R®* dont on note P = PPy le polynéme ca-
ractéristique ou Py (resp. P») n'a que des racines de partie réelle dans R (resp. R_).
On note By = Ker P (u) et Ey = Ker Py(u). Le lemme des noyauz donne R = Ey @ E.
Alors il existe un produit scalaire euclidien (-,-) sur R% et un réel o > 0 tels que si || - ||
désigne la norme euclidienne associée, on a :

(i) Ey et Ey sont orthogonaux pour (-, -)
(ii) Vh € Ex, (df (0)h, h) > 2a||h|®
(iii) Wh € Es, (df (0)h, h) < al[h?
PREUVE. Soit ¢ > 0. Dans une base adaptée & R? = E1®E» telle que la matrice A = (@i )i

de u soit triangulaire supérieure (par blocs) avec tous les termes surdiagonaux de module
inférieur a €, on pose pour z = (x;); et y = (y;); :

d
i=1
De sorte que :
d
(u(x),z) = Re Z ai7i|xi|2 + Re Z a; 5%
i=1 i<j
Notons que :
2
Y aigTiei| <e ) lzillej| = (Z \ﬂfil2> < edz|?.
1<J %, 7
e Six € Fq, soit p > 0 tel que toutes les valeurs propres de A soit de partie réelle > p. On

a
(u(@), x) = pll|® — dellz].

e Six € Ey alors
(u(x), z) < del|z|*.

D’ou le résultat avec oo = g et e = ﬁ. O
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Deux critéres de stabilité et d’instabilité

Théoréeme (Lyapunov). Soit f : @ € R? = R® un champ localement lipschitzien dont
xo € U C Q est un équilibre. On suppose qu’il existe une fonction V : U C Q@ — R C1, dite
de Lyapunov, telle que :

(i) V(xo) =0

(i) Yo € U\ {xo}, V(z) >0

(iii) Yx € U, dV(z)f(x) <O0.

Alors xq est un équilibre stable et si de plus dV (x) f(z) < 0 pour tout x € Q\ {zo} alors xg
est asymptotiquement stable.

PREUVE. On note B.(z¢) la boule ouverte de centre xy et de rayon e et Sc(z¢) la sphere
correspondante.

1.

Soit & > 0 tel que B. C U. Puisque V ne s’annule pas sur le compact S:(zg), il existe
m > 0 tel que V(z) > m pour tout z € S.(xg). En outre, par continuité de V| il existe
0 <& < e tel que V(x) < m/2 pour tout x € Bs(xg). Soit # € Bs(xg). Par décroissance
de la fonction ¢t — V(¢¢(x)), on a V(¢¢(z)) < m pour tout temps ot la solution ¢¢(z) est
définie. Par continuité des trajectoires, ¢;(z) ne peut pas traverser S:(xg) donc pour tout
t ou la solution est définie, ¢(xo) € B:(xo). Par le théoréme de sortie de tout compact,
la solution est définie pour tout ¢ > 0 et reste dans B.(zo).

Si la fonction de Lyapunov est stricte, soit © € Bgs(xg). Par compacité de B.(zg), ou
bien ¢;(x) — x¢ lorsque t — 400, ou bien il existe une sous-suite croissante (tx) telle
que ¢y, (xr) — =, avec x, # xg. Si o n'est pas asymptotiquement stable, on est dans
la deuxiéme situation pour au moins un point x € Bg(xg). Par continuité et stricte
décroissance sur les orbites de V', on a déja V (¢, (z)) = V(z«) et V(¢ (z)) > V(zy).
De plus, toujours par stricte décroissance de V' sur les orbites :

lim V(g () = T V(61(0n, (@) = V(6r(w) < V().

k—+o0

Soient £ tel que V(¢p144,(x)) < V(xy) et j > L tel que t; > 1+1t. On a:

V(g (7)) < V(d14g,(w)) < V().

C’est une contradiction.
O

Théoréme (Cetaev). Soit f: Q C R? — R? un champ localement lipschitzien dont xq est
un équilibre. On suppose qu’il existe un ouvert U C Q0 et une fonction V : @ — R C' telle
que :

(ii) Yo € U, dV
(iii) Yz € OU, V

(i) Ve e U, V(z) >0

(x)f(x) >0
(x)=0

(iv) zo € OU

Alors Uéquilibre xq est instable.



PREUVE. On peut supposer que zg = 0. Soit € > 0 tel que B := B(0,¢) C Q. Grace a (iv),
on peut choisir 0 < ¢’ < € et € U de norme majorée par ¢’

"

-

FIGURE 1: Un dessin

Supposons par I’absurde que ¢;(z) soit définie pour tout ¢t € Ry, a valeurs dans B. On
définit :
g: Ry =R, t—= V(p(2))

qui est une fonction C* sur R, avec :
g'(t) = dV(du(2)) f(du()).
Il est pas trop difficile de voir que ¢;(x) € U pour tout ¢t € Ry. On considére le compact :
K={yeUnB, V(y)>V(zx)}.

Par croissance de g, ¢;(x) € K pour tout ¢t € Ry. De plus K C U donc il existe a > 0 tel
que :
Vye K, dV(y)fly) = a

de sorte que ¢'(t) > « pour tout t € Ry et g(¢) s +o0. C’est absurde puisque V' est
—+00

bornée sur K. O

Deux théorémes de stabilité et d’instabilité en premiére approximation

Théoréme (Stabilité). Soit f: Q C RY — R un champ de vecteur C' tel que xq soit un
équilibre et dont la matrice df(0) a toutes ses valeurs propre de partie réelle strictement
négative. Alors xg est un équilibre asymptotiquement stable.

PREUVE. On suppose que zg = 0. Par le lemme précédent, il existe o > 0, un produit
scalaire (-, ) et sa norme associée || - || tels que :

Vh e RY, (df(0)h,h) < —al|h|*.
Soit > 0 tel que B := B(0,7) C Q (boule ouverte pour || - ||) et

Vo € B, |f(x) - df(O)z] < Flle].
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La fonction Vg : = + |z|? est une fonction de Lyapunov pour f|p puisque pour tout
r€B:

AV (2)f(z) = 2z, f(2)) = 2({, df (O)a)+(a, F(@)=df (0)2)) < 2 (=allal + Fz]?) = —allz|®
Le théoreme de Lyapunov permet de conclure. ]

Théoréme (Instabilité). Soit f: Q C R — R? un champ de vecteur C1 tel que xq soit un
équilibre et dont la matrice df (0) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement
positive. Alors xg est un équilibre instable.

PREUVE. On suppose que xg = 0. Soient Fy, Fo, o > 0 et un produit scalaire (-, -) comme
dans le lemme préliminaire. Pour v = v + v2 € Ey @ Fa, on pose V (v) = |lvy]|? — |Jva|]? et
on va tenter d’appliquer théoreme de Cetaev.

On pose U; = {z € R, V(x) > 0} et on note :
A=df(0), f(@) = Az +g(@) ot g(z) = oll])

Pourx =xz1+ax0€ Uy et h=hy+ hy,on a:

dV(x)f(z) = 2((3:1, Azy) — (xo, Axo) + (21 — xg,g(ac)>).
Soit € > 0 tel que pour ||z|| <e:

lg(@)l < 5 lall.
Comme |21 — z3]] = [lall, on a [{z1 — 22, 9(2))| < allalP/4 < allaa|?/2 et
dV (z)f(z) > 2a(2]|x1 ] — |lz2]?) + 2(21 — 22, 9(2)) > allz1]* > 0.

Dot le résultat en appliquant le théoreme de Cetaev sur I'ouvert U; N B(0,¢). O

Si on ne veut pas parler du résultat d’instabilité, on peut écrire une preuve plus simple
du lemme préliminaire (cas ou les valeurs propres sont toutes de parties réelles strictement
positives), laquelle se trouve dans Analyse fonctionnelle de S.Gonnord et N. Tosel ou bien
chez Grégoire CLARTE.
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