UNE FORMULE DE TAYLOR GENERALISEE

C’est tres calculatoire et assez inutile mais a une esthétique certaine. Ca vaut peut étre le
coup comme exemple dans la lecon 218 notamment.

Rappelons la formule de Taylor avec reste intégral pour une fonction C*° sur R :
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Théoréeme. Soient X une variable aléatoire réelle et f une fonction indéfiniment dérivable
sur R et telle que (X)) soit intégrable pour tout n. Alors, la suite de polynomes (gn)n>0
définie par :
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vérifie pour tout x € R :
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PREUVE. Soient z,y € R. On écrit en intégrant par parties :
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En prenant ’espérance de la variable aléatoire :
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on trouve :
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qui est bien la formule annoncée. ]



Remarque. Les conditions (?7) découlent de la relation :
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pour tout z, z € R et dont on montre qu’elle est nécessaire en considérant le cas f(x) = e
Quelques exemples et applications

Pour des lois de probabilités bien choisies, on retrouve a peu de frais des développements
asymptotiques classiques. Soit a partir de maintenant f une fonction vérifiant les hypotheses
du théoreme pour les lois considérées.

e La formule de Taylor usuelle. Pour Px = §y on retrouve la formule de Taylor (77).

e La formule d’Euler-MacLaurin. Lorsque X suit la loi uniforme sur [0, 1], les polynémes
qn sont les polynomes de Bernoulli B,, et :
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pour toute fonction g vérifiant les hypotheses du théoreme. En particulier, si g(z) =
f(z+ k) pour k € N, on trouve en z =0 :
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En intervertissant les intégrales dans le reste, il est égal a :

WWM:;/ﬁmo/@ﬂ“@wmJQ/NwMWHHwWWWt

Comme les polynémes de Bernoulli sont d’intégrale nulle, on trouve aprés changement

de variable :
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Pour t € [k, k+1], on peut écrire k+1—t = 1—(t—|t]) et puisque B, (1—t)
on a finalement :

By(k+1—t)fM™(t)dt.

(_1)N+1 k+1

N Bl )Y@t

RY(f) =

Et il suffit de sommer k entre 1 et n — 1 pour retrouver la formule d’Euler-MacLaurin :
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e Le développement de Tchebychev-Hermite. On considere cette fois X ~ N(0,1).
La relation (??) définit la suite des polynémes g,, ce sont les polynémes de Hermite

Gn(@) = Hy(z) = (—1)"™ /20" (e/2).

Finalement,
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En intégrant n fois par parties, on voit que
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En posant IA{; = H,/V/n!, on trouve :

ou (-,-) est le produit scalaire défini par
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et ou Ry (f) est un reste explicitement calculable dont on montre qu’il tend vers 0 en
norme 2 pour le produit scalaire considéré. En particulier, on retrouve (en partie) le fait
que les polynomes de Hermite modulo une constante forment une base hilbertienne pour
le produit scalaire considéré.
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