ANALYSE DU 0-SCHEMA POUR L’EQUATION DE LA
CHALEUR.

C’est long mais on peut choisir d’en présenter seulement quelques parties. Par exemple,
je prévoyais de développer seulement la stabilité et la convergence et d’admettre la consis-
tance qui est un calcul fort peu intéressant.

Introduction

On cherche une méthode numérique de résolution de I’équation de la chaleur (dans un
cercle) :
du = vd2u (z,t)€(0,1) x RY
{ u(O,x) = u0<x)

On admet que le probleme a une unique solution, notée u qui est suffisamment réguliere.

On discrétise le temps et ’espace :

1

A Ay = —
t >0, T N1

(tns ;) = (nAt, jAT).

On pose pour j € {0,...,N + 1}, u? = up(x;). On définit le #-schéma pour 6 € [0,1] :

n+l n n+1 n+1 n+1
F({u"}) _ u;" - uj N Qy_uj_l + 2uj —ujy . Q)V_u?_l + 2u§-l — “;L+1 0
’ At (A)? (Az)?
ol u;l est une approximation de u(ty,z;) pour n > 0 et j € {0,..., N + 1}. Les conditions

ATy 1 . n _ ., N _ ) 5e 7 N n ) N
au bord sont périodiques : uj; = uy = 0 de sorte qu'on s’intéresse a (u})1<j<n € C
pour tout n € N. De facon plus concise on peut écrire :

(Id + s0A)u"™ = (Id — s(1 — 6) A)u™

ou

Consistance

On dit que le schéma donné par F est consistant lorsque F<{u(tn, x])}) — 0 lorsque

At, Az — 0. On dit qu’il est d’ordre (p, q) lorsque F({u(tn,m])}> = (’)((At)p + (Ax)q>.

Appliquons les formules de Taylor :

ultny1, xJ)At_ ultn, ;) _ Opu(ty, zj) + %(ﬁ(tn, z;) + O((At)%).



u(tn, xj—1) — 2u(tn, xj) + ultn, vj41)
(Az)?

= 02 u(tn,z;) + O((Ax)Q).

U(tn, l'j—l) — QU(tn, xj) + u(t?% mj-‘rl)
(Az)?

= 8§xu(tn, xj) + (’)((Ax)z)
_ %&gu(tm_l, ;) + O((Az)?)
= Loultnx)) + %aftu(tn, 2;) + O((Az) + (A1)

De sorte que :

F({u(tn,xj)}) = At (; — 0> Ofultn, zj) + O((Az)? + (At)?).

Stabilité L2

On dit que le schéma est stable en norme | - || lorsqu’il existe une constante K > 0
indépendante de At et Az telle que pour tout n > 0, ‘{u?}]H < KH{ug}]H Dans la

suite, on étudie la stabilité du f-schéma en norme L2.

On note u™ la fonction constante par morceaux égale a uj sur chaque intervalle (7 —
1/2)Az, (j + 1/2)Ax], 1-périodique. Alors,

1/2

1 1/2
Hunllm—(/o \u“<m>r2dx) — (T ace ) = e
=0

En tant que fonction périodique de L?(0,1), u™ se décompose en série de Fourier :

1
u(x) = Z " (k) exp(2imkx) ou u" (k)= / u"(x) exp(—2irkz)dz.
keZ 0

Notons que si v"(z) = u"(z 4+ Az) alors 9" (k) = 4" (k) exp(2imkAz) et que la norme L? de
u™ est reliée & la norme ¢? des coefficients par la formule de Plancherel :

1/2
[u™[lz2 = (Zﬁ”(k)\2> :

keZ

En Fourier-transformant la définition du schéma, on trouve :

ﬂn+1(]€) _ an(kJ) 'y _an—&—l(k)e—%ﬂkAz 4 2ﬂn+1(k) _ an—l—l(k)e%kam
At (Az)?
_,[Ln(k,)e—Qiﬂ'kAx + 2@”(1{) _ an(k)e2i7rkA:c
(Az)?

=0

+(1-0)v



c’est a dire :

1-— 2W(1 — cos(2mkAx))

~my Ax)? ~m AT

A (k) = — Ek an(k) = A(k)a" (k).
+ 2(Koe (1 — cos(2mkAx))

La formule de Plancherel donne :

13 = [a"(k)* = Y |A(k)"a" (k)|

keZ keZ

d’ou 'on voit que la stabilité du schéma est équivalente a la condition de von Neumann :
Vk e Z, |A(k)| <1.

(prendre u” avec un seul mode de Fourier non nul tel que |A(k)| > 1). Dans le cas présent,
on résume la situation par :

Proposition. Le 0-schéma est stable en norme L2 inconditionnellement si 1/2<6<1et
sous le condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)

2(1 — 20)vAt < (Ax)?
si0<0<1/2.
PREUVE. La condition s’écrit :
—1—2s0(1 — cos(2mrkAz)) <1 —2(1—0)s(1 — cos(2rkAx))

C’est a dire :
s(1—260)(1 — cos(2mkAx)) < 1.

Et une formule de trigonométrie donne :
2s5(1 — 26) sin?(rkAx) < 1.

Ceci devant étre vrai pour tout k € Z et tout Az > 0. ]

Convergence

En notant e = u? — u(tn,x;), on montre (c’est un cas local du théoréme de Lax) que

sous hypotheses de consistance et de stabilité L?, le f-schéma est convergent au sens ot :

vI'>0, lim (sup ||€an2> =0.
A tn<T

t,Ax—0
Comme le schéma est linéaire, on peut écrire :
unJrl — Au™
pour une certaine matrice A. En notant &;7’ = u(tn, xj), on a par consistance du schéma

"t = A" + Ate™ ot lim ||g"|| = 0.
At,Ax—0



Puis :
et = Ae™ — Ate™.

et par stabilité £2 du schéma, ||A"|| < K donc :

lelee < ALY A E |11 < AtnkC((Az)? + (A)7))
k=1

Calcul numérique et FFT.

On définit la convolution circulaire de deux vecteurs f,g € CN par :

N
Frg()=>Y_ f(k)g(j — k)
k=1

ou les coefficients sont vus modulo N avec la convention f(N +1) = g(N + 1) = f(0) =
g(0) = 0. Plus précisément :

N j—1 N
Frgl) =) f(K)gG—k) =) f(K)gG—k)+ D f(k)g(j—k+N).
k=1 k=1 k=j+1
Avec cette écriture et en posant g = (s, 0,..., s, —2s) € CV, le #-schéma s’écrit :

u" Tt — " = gx (GuT + (1 - 0)un).
Maintenant, on définit la transformée de Fourier d’un vecteur v € CV par :

N
Vk € {1, .. .,N}, f)(k) = Zv(n)eﬂwkn/N.

n=1

Proposition. La transformée de Fourier discréte jouit des propriétés suivantes :

e Pour f,ge CN, ona :
ke {1,...,N}, Feglk) = f(k)g(k).

e On a la formule d’inversion suivante :

N
Wne{l,... N}, f(n)= %Zf(k:)e%””k/lv.
k=1

o [l existe un algorithme permettant de calculer la transformée de Fourier discréte d’un
vecteur de CN (ou son inverse) en O(N log N) opérations.

On dispose des lors d’un moyen efficace pour le calcul numérique du 6-schéma puisque :

Vk e {1,...,N}, a1 (k) = = D9 g



avec o
Vke {1,...,N}, g(k)=2s <Cos <N7T> _ 1> ,

Il suffit d’inverser la relation pour trouver 4" a l'itération voulue. Remarquons qu’on re-
trouve 1’étude de stabilité de von Neumann, la condition de stabilité étant ici :

<1

k€ {1,...,N}, ’H(l—mg(k‘)‘

1—0g(k)
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