LE THEOREME ERGODIQUE DE VON NEUMANN.

Théoréme (Von Neumann). Soient H un espace de Hilbert. Soit U(t), t € R, un semi-
groupe fortement continu d’opérateurs unitaireslﬂ de H.

(i) Le sous-espace F := ﬂ Ker(U(t) — I) est un sous-espace fermé de H et on note P la
£>0
projection orthogonale sur ce sous-espace.

(ii) Pourt > 0, on définit l'opérateur < moyenne temporelle > :

M(t)g = 1/0 U(s)g ds.

C’est un opémteurﬂ continu de norme < 1.

Lorsque t — 400, on a :
Vg€ H, lim M(t)g = Pg.
t——+o00

PrREUVE (Hopr). D’abord, Ker(U(t) — I) est fermé pour tout t > 0 car c’est I'image
réciproque de {0} qui est fermé par une application continue, donc F' est fermé. De plus, il
est facile de voir que si U est unitaire, alors :

Ker(U — I) = Im(U — I)*

En effet,

A partir de maintenant, on considére r > 0 et opérateur U := U(r). D’apres ce qui précede,
H=Ker(U—-1)®, Im(U - 1I).

Si g € H, on note alors g = e + z selon la décomposition précédente.

(1) On montre que M (t)z — 0. Pour cela, on approche z & € pres par :
|z — 2]l <&, zc€Im(U-—1I).
On a ||M(t)z — M(t)z:|| < € et pour un certain h € H :

M)z = M@®)(U—IDh=M@®UF)h— Mt)h

= /Us+rhds—/U Yhds
t+r 1
= / Us )hds—/ U(s)hds
t r t 0
1 t+r 1 r
= / U(s)hds—/ U(s)hds
tJe tJo

et chacun des deux termes est de norme inférieure a r||h| /¢t — 0.

1. Cest a dire : U(0) = Id, U(t +s) = U@)U(s), U(t)x et U)Ut)" =1Id
2. Pas d’inquiétude, on peut définir 'intégrale de Riemann d’une fonction continue d’un intervalle de R

a valeurs dans un Banach : c’est la limite des sommes de Riemann dont ont peut montrer la cauchyssitude.
Bien str, toutes les propriétés de l'intégrale sont valables.



(2) On montre que M (t)e converge vers un élément de Ker(U — I). D’abord, on remarque
que U(t+r)e=U(t)U(r)e = U(t)e donc par r-périodicité en écrivant t = nr + q :

n

1 t T 1 q
M(t)e = / U(s)eds = / U(s)eds+/ U(s)eds.
t Jo t Jo t Jo
Lorsque t — 400, on obtient :
1 T
M(t)e — / U(s)eds € Ker(U(r) —I).
™ Jo

Puisque r > 0 était choisi arbitrairement, on en déduit que pour tout g € H, la limite
de M(t)g existe et appartient a F. Montrons pour conclure que cette limite est bien la
projection annoncée. D’abord, on voit que pour tout g € F, et tout t > 0, U(t)g = g i.e
U(t)*g = g. Cela implique que F* est stable par tous les U(s) car

Vw e FH, Vf € F, (U(s)w, f) = (w,U(s)"f) = (w, f) = 0.
Du coup, pour tout ¢ > 0, M(t) stabilise aussi F*. Mais alors :
Lo L _
Vg € F—, t£+mooM(t)g e F-NnF={0}

et
Vge F, [Vt>0, M(t)g=g¢g] = lm M(t)g=g.

t——4o00

Ce qui conclut. O

De la mécanique statistique.

On considere H = L?(p1) ot p est une mesure de probabilité sur R%Y. On consideére le
systeme différentiel :
) = Pz
qui est de divergence nulle donc le flot préserve la mesure au sens ot pour tout Q C RV
et tout ¢t > 0 :

H(X (£,0,9)) = (%),

De plus, puisque le systéme est homogene, le flot définit un semi-groupe fortement continu :

U(t)g(z) := g(X(t,0, 2)).

Puisque le flot préserve la mesure, les opérateurs U(¢) sont unitaires. On peut alors montrer
(regarder f~!(Joo,c[) pour f € F et ¢ € R) que le sous-espace F est réduit aux constantes
si et seulement s’il n’existe pas de sous-ensemble (mesurable) non trivial invariant par le
flot (on dit alors que la transformation est ERGODIQUE). Dans ce cas, le théoréeme
ergodique stipule que

Vg € H, 1/0 9(X(s,0,-))ds L—> Pg:/ g(2)dp(z).



Au fondement de la mécanique statistique se tient [’hypothése ergodique qui affirme ’égalité
entre les moyennes spatiales et temporelles. Au vu des échelles de temps dans la réalité
véritable lorsque N ~ 10?3, ca ne parait pas délirant.

Enfin, il existe une version discréte de ce théoreme sont la preuve est en tout point

semblable, on la trouvera au choix dans [Gonnord, Tosel, Analyse Fonctionnelle|, [Beck,
Malick, Peyré, Objectif Agrégation] ou [Petersen, Ergodic Theory].
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