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Proposition 1
+oo (

1 n
La fonction Jy : © Z )" 2
n=0

4;(7')235 est bien définie sur R et est I'unique solution de I'équation différentielle
n!

vy’ +y +xy=0 (E)

vérifiant Jo(0) = 1. De plus, si f est solution de (E) sur ]0,a| alors (f, Jy) est libre si et seulement si f n’est pas bornée
au voisinage de 0.

>  On commence par chercher une solution de (F) développable en série entiére au voisinage de 0.

— Etape 1 : Analyse. Soit f une solution de (E) développable en série entiére au voisinage de 0. Il existe (an)ney € RY
et R > 0 tels que

+oo
Vo €] — R, R], flz) = Z anT".
n=0
Or, pour z €] — R, R[, on a

+oo
xf(z) = Z an_12",
n=1

+o0 “+o0
f(z) = Z napz" "t = Z(n + Day12™,
n=1 n=0
+o0 +oo
zf"(z) = Z n(n —1a,z" ! = Z(n + Dnayyi2™,
n=2 n=1
donc, comme f satisfait (E),
“+oo
Vo€l - RE[, a1+ Y [(n+1)%a41 +an_1]2" =0.
n=1

Par unicité du développement en série entiére de = — 0, on en déduit :

a1 = 0
Vn e N*, (n+1)%a,41 = —a,_1.

On en déduit par récurrence que Vn € N, ag,41 = 0 et

g — Z02m-n) a2(n—2) _ (—1)™ag (=D ao
S O Y i O I Teo ) 2 Py T iy} ERSS E T e
Ainsi,
= (_1)n 2n
Vr €] - R, R|, f(z) =ao Z 4n(n')2x .
n=0 ’

— FEtape 2 : Synthése. Cette série entiére a un rayon de convergence R = oo d’aprés le critére de d’Alembert puisque

-1 n+14n | 2 2
Vo € R, (=1) (n!) 22| = & 0
A+ l(n + 1)2(—1)n An+1)% notoo

Alors, les calculs précédents assurent que f est solution de (E).
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()2 22", On a montré que .Jy est 'unique solution de (E) développable en série entiére au
n!

+o0

Posons JO:xERHZ
n=0

voisinage de 0 valant 1 en 0.

Soit f une solution de (E) sur un intervalle ]0, a[.
— FEtape 3 : condition nécessaire. Supposons que (f, Jp) est une famille liée. Alors f est bornée au voisinage de 0.

— Etape 4 : condition suffisante. Supposons que (f,.Jy) est libre. Sur ]0,a[, (E) s’écrit
1 1 /
Y +-y +y=0
T

donc, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ’espace des solutions est de dimension 2. Ainsi, (f, Jy) en est une
base, donc le wronskien w = f'Jy — fJ{, ne s’annule pas. Or

Vz €]0, al, w'(z) =

C
donc il existe C # 0 telle que Yz €]0, a[, w(z) = p

Supposons par I'absurde que f est bornée au voisinage de 0. Alors, comme Jy(z) — 1 et Ji(x) — 0, I'égalité
x—0 x—0

veelbal  fedole) — f@) R = <

. c . .
implique que f'(x) ~ —. Alors, d’apreés le théoréme de sommation des équivalents, pour zy €]0, al,

z—0t T
€T , x C
f(z) — f(xo) = fi()dt ?dt =C(lnz —Inxzg)
o z—0F 3,
donc f(z) ~ C'lnzx : absurde.
z—0t
— Conclusion : Jy est bien I'unique solution de (F) vérifiant Jy(0) = 1. O
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